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4ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ îñíîâíûì ìåòîäîì ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé ïðîöåññîâ ðàñ-ñåÿíèÿ â òåîðèÿõ ñî ñëàáîé ñâÿçüþ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé, â êîòîðîéàìïëèòóäà ðàññåÿíèÿA ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ïî ñòå-ïåíÿì ìàëîé êîíñòàíòû ñâÿçè g. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé íå ðàáîòàåò, îäíàêî, åñëèàìïëèòóäà ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà íå ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ñòåïåííûìðÿäîì â îêðåñòíîñòè òî÷êè g = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ íåïåðòóð-áàòèâíûì, äëÿ åãî îïèñàíèÿ íåîõîäèìî ïðèâëåêàòü ñïåöèàëüíûå ìåòîäû.Èç ÷èñëà íåïåðòóðáàòèâíûõ ïðîöåññîâ ñëåäóåò âûäåëèòü ïðîöåññû òóí-íåëüíûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, ðàçäåëåííûìè ïîòåöèàëüíûìè áà-ðüåðàìè. Êàê ïðàâèëî, àñèìïòîòèêà g → 0 òóííåëüíîé àìïëèòóäû ìîæåòáûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ êâàçèêëàññè÷åñêîãî ìåòîäà, êîòîðûé ñîñòîèò â ñëå-äóþùåì. Àìïëèòóäà ïåðåõîäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
A = eiS/g2

, (1)ïîñëå ÷åãî âû÷èñëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåí-òû S(g2) = S0 + g2S1 + . . . . Â êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïåðâûé êî-ý��èöèåíò ðàçëîæåíèÿ, S0, ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ðåøåíèÿ S(q) óðàâíå-íèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè [1℄. Ñòàíäàðòíûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ êâàçèêëàññè-÷åñêîãî ìåòîäà � ïðèáëèæåíèå ÂÊÁ ê çàäà÷å î òóííåëèðîâàíèè ÷àñòèöû÷åðåç îäíîìåðíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ�àìèëüòîíà�ßêîáè ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè â êëàññè÷åñêè çàïðåùåííîé îá-ëàñòè, ïîýòîìó �óíêöèÿ S(q) ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê �óíêöèîíàë äåéñòâèÿ,âû÷èñëåííûé íà äåéñòâèòåëüíîé òðàåêòîðèè q(τ)� ðåøåíèè óðàâíåíèÿ äâè-æåíèÿ â åâêëèäîâîì âðåìåíè, t = −iτ , ñ äåéñòâèòåëüíûì åâêëèäîâûì äåé-ñòâèåì SE = −iS.Òàêàÿ ïðîñòàÿ êàðòèíà òóííåëèðîâàíèÿ íå âåðíà óæå äëÿ êâàíòîâîìå-õàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ãäå, âîîáùå ãîâîðÿ,



5ðåøåíèÿ S(q) óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè íå ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè âêëàññè÷åñêè çàïðåùåííîé îáëàñòè (ñì. íåäàâíåå îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñàâ ðàáîòàõ [2, 3℄). Âñâÿçè ñ ýòèì ââîäÿò ïîíÿòèå ¾ñìåøàííîãî¿ òóííåëèðîâà-íèÿ, ïðîòèâîïîñòàâëåííîãî òóííåëèðîâàíèþ ¾÷èñòîìó¿, äëÿ êîòîðîãî �óíê-öèÿ S(q) � ÷èñòî ìíèìàÿ. ßñíî, ÷òî ¾ñìåøàííîå¿ òóííåëèðîâàíèå íå ìîæåòáûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ äåéñòâèòåëüíîé òðàåêòîðèè. Îäíàêî, åìó ìîæíîïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíóþ òðàåêòîðèþ. Êàê òîëüêî òàêàÿ òðàåê-òîðèÿ íàéäåíà, �óíêöèÿ S(q), à, ñëåäîâàòåëüíî, è ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ÷àñòüàìïëèòóäû ïåðåõîäà, âû÷èñëÿåòñÿ êàê �óíêöèîíàë äåéñòâèÿ íà ýòîé êëàññè-÷åñêîé òðàåêòîðèè.Îñîáåííî ñëîæíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðåõîäîâ ñèñòå-ìû ñ äîñòàòî÷íî ñèëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, êâàí-òîâûå ÷èñëà êîòîðîé ñèëüíî ìåíÿþòñÿ â ïðîöåññå ïåðåõîäà. Â òàêîì ñëó÷àåìåòîäû, îñíîâàííûå íà àäèàáàòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè âáëèçè äåéñòâèòåëüíîé¾òóííåëüíîé òðàåêòîðèè¿, íå ðàáîòàþò, â îòëè÷èå îò ìåòîäà êîìïëåêñíûõòðàåêòîðèé, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò.Âàðèàíò ìåòîäà êîìïëåêñíûõ òðàåêòîðèé, ïðèãîäíûé äëÿ âû÷èñëåíèÿ àì-ïëèòóä ðàññåÿíèÿ, áûë ñ�îðìóëèðîâàí è ïðîâåðåí ÷èñëåííî â ðàáîòàõ1 [7�9℄,ñì. òàêæå îáçîð [10℄. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ [11�16℄ ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîäìîæåò áûòü ïðèìåíåí òàêæå äëÿ âû÷èñëåíèÿ òóííåëüíûõ âîëíîâûõ �óíêöèéè âåðîÿòíîñòåé òóííåëèðîâàíèÿ, ðàñùåïëåíèÿ óðîâíåé â äâóõúÿìíûõ ïîòåí-öèàëàõ, à òàêæå âåðîÿòíîñòåé ðàñïàäà ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé. Îñíîâíûìäîñòîèíñòâîì ìåòîäà êîìïëåêñíûõ òðàåêòîðèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ëåãêî îáî-ùàåòñÿ íà ñèñòåìû ñ áîëüøèì, èëè äàæå áåñêîíå÷íûì (òåîðèÿ ïîëÿ) ÷èñëîìñòåïåíåé ñâîáîäû, â îòëè÷èå, ñêàæåì, îò ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèõ ðåøåíèÿóðàâíåíèé �àìèëüòîíà�ßêîáè [1�3℄, èëè ìåòîäîâ êâàçèêëàññè÷åñêèõ ñèìóëÿ-1Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîäîáíûå ìåòîäû ïðèìåíÿëèñü çàäîëãî äî ðàáîò Â. Ìèëëåðà, è Ò. Äæîðäæà.Ê ïðèìåðó, åùå â 30-õ ãîäàõ Ë.Ä. Ëàíäàó èñïîëüçîâàë êîìïëåêñíûå òðàåêòîðèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ êâàçè-êëàññè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ [4℄. Â 60-õ ãîäàõ íåñòàöèîíàðíûé âàðèàíò ìåòîäà ïðèìåíÿëñÿ äëÿâû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè àòîìîâ â ïåðåìåííîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå [5, 6℄.



6öèé â ïðåäñòàâëåíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ [7, 17�21℄.Òóííåëüíûå ïðîöåññû âñòðå÷àþòñÿ âî ìíîãèõ òåîðåòèêî�ïîëåâûõ ìîäå-ëÿõ, ñàìûå èçâåñòíûå èç íèõ � ðàñïàä ëîæíîãî âàêóóìà â òåîðèÿõ ñêàëÿðíîãîïîëÿ [22�24℄ è ïåðåõîä ñ èçìåíåíèåì òîïîëîãè÷åñêîãî ÷èñëà â êàëèáðîâî÷íûõòåîðèÿõ [25�27℄. Òóííåëèðîâàíèå â òåîðèè ïîëÿ âî ìíîãîì ïîäîáíî êâàíòî-âîìåõàíè÷åñêîìó òóííåëèðîâàíèþ. Õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ýíåðãèé äëÿ òóí-íåëüíûõ ïåðåõîäîâ çàäàåòñÿ âûñîòîé Es ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà, ðàçäåëÿþ-ùåãî íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ, â ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðàõ âû-ñîòû áàðüåðîâ ðàâíû ýíåðãèÿì êðèòè÷åñêîãî ïóçûðÿ [24℄ è ñ�àëåðîíà [28, 29℄ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè E ≪ Es ïðîöåññ òóííåëèðîâàíèÿ îïèñûâàåòñÿ äåéñòâè-òåëüíûì ðåøåíèåì åâêëèäîâûõ óðàâíåíèé ïîëÿ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ¾îòñêî-êîì¿ è ¾èíñòàíòîíîì¿ â ñëó÷àÿõ ñêàëÿðíûõ è êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé. Ñîîò-âåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïîäàâëåíà �àêòîðîì âèäà exp(−2SE/g
2),ãäå SE/g

2 � åâêëèäîâî äåéñòâèå èíñòàíòîíà èëè îòñêîêîâîãî ðåøåíèÿ. Ïðî-öåññû âàêóóìíîãî òóííåëèðîâàíèÿ ïðîèñõîäÿò ñ ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ è íå èã-ðàþò ñêîëüêî�íèáóäü ñóùåñòâåííîé ðîëè â òåîðèÿõ ïîëÿ ñî ñëàáîé ñâÿçüþ2,ïîýòîìó ìíîãîîáåùàþùå âûãëÿäÿò òàêèå ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ïåðåõîäû ïî-ëåâîé ñèñòåìû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð íå ïîäàâëåíû.Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíîå ïîäàâëåíèå ïðîöåññà ïåðåõîäà èñ-÷åçàåò, åñëè ïîëåâàÿ ñèñòåìà èìååò ýíåðãèþ, ñðàâíèìóþ ñ âûñîòîé ïîòåíöè-àëüíîãî áàðüåðà. Òàê äåéñòâèòåëüíî ïðîèñõîäèò â ïðîöåññàõ ïðè âûñîêîé òåì-ïåðàòóðå [31�38℄, ïðè áîëüøîé ïëîòíîñòè �åðìèîíîâ [39�43℄, èëè ïðè íàëè÷èèòÿæåëûõ ÷àñòèö â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè [44�46℄. Èìååòñÿ, îäíàêî, ñèòóàöèÿ,êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì èç ýòîãî ïðàâèëà. Ýòî � òóííåëèðîâàíèå, èí-äóöèðîâàííîå ñòîëêíîâåíèÿìè âûñîêîýíåðãè÷íûõ ÷àñòèö.Âîïðîñ îá èíäóöèðîâàííîì òóííåëèðîâàíèè âîçíèê îêîëî ïÿòíàäöàòè ëåòíàçàä â êîíòåêñòå çàäà÷è î íàðóøåíèè áàðèîííîãî ÷èñëà â ýëåêòðîñëàáîé òåî-ðèè. Äåëî â òîì, ÷òî Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü ýëåêòðîñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèé �2Âîçìîæíîå èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò çàäà÷è êîñìîëîãèè [30℄.



7ýòî êàëèáðîâî÷íàÿ òåîðèÿ ñ ãðóïïîé SU(2) × U(1), êîòîðàÿ, êàê è ëþáàÿíåàáåëåâà êàëèáðîâî÷íàÿ òåîðèÿ, îáëàäàåò äèñêðåòíûì íàáîðîì �èçè÷åñêèýêâèâàëåíòíûõ âàêóóìîâ [26, 47℄. Áîëåå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî ïåðåõîäû ìåæäóðàçëè÷íûìè âàêóóìàìè ñîïðîâîæäàþòñÿ íåñîõðàíåíèåì áàðèîííîãî è ëåï-òîííîãî ÷èñåë [48, 49℄ � ÿâëåíèåì, êîòîðîå ìîæåò áûòü îáíàðóæåíî ýêñïå-ðèìåíòàëüíî. Äîñòèæèìûå íà ñîâðåìåííûõ óñêîðèòåëÿõ ýíåðãèè ñðàâíèìû ñýíåðãèåé ñ�àëåðîíà â ýëåêòðîñëàáîé òåîðèè Es ∼ 4πMW/g
2 ∼ 8 ÒýÂ, ïîýòîìóèíòåðåñåí âîïðîñ, ìîæíî ëè îáíàðóæèòü ÿâëåíèå íåñîõðàíåíèÿ �åðìèîííûõ÷èñåë ýêñïåðèìåíòàëüíî â ñòîëêíîâåíèÿõ âûñîêèõ ýíåðãèé.Â ðàáîòàõ [50, 51℄ ñ ïîìîùüþ òåîðèè âîçìóùåíèé íà �îíå èíñòàíòîíà áû-ëî ïîêàçàíî, ÷òî ñå÷åíèå ïðîöåññà èíäóöèðîâàííîãî òóííåëèðîâàíèÿ ðàñòåòýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì ýíåðãèè ñòîëêíîâåíèÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè ìà-ëûõ çíà÷åíèÿõ ïîñëåäíåé. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ [52�55℄ ïîêàçàëè, ÷òîâåðîÿòíîñòü ïðîöåññà èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé âèä (ñì. òàêæå îáçîðû [56�58℄):

P(E) ∝ e−F (E/Es)/g2

, (2)ãäå ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ F � âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ ýíåðãèè ñòîëêíîâå-íèÿ E. Ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü çàâèñèò îò êîíñòàíòû ñâÿçè ñòå-ïåííûì îáðàçîì, è, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíî ìàëî ñóùåñòâåíåí. Òåîðèÿâîçìóùåíèé âîêðóã èíñòàíòîíà ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìîé, îäíàêî, â íàèáîëååèíòåðåñíîé îáëàñòè ýíåðãèé E & Es.Ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ îöåíêè êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà ïîâåäå-íèÿ �óíêöèè F (E/Es) ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ. Òàê, â ðàáîòàõ [59, 60℄ ïðîâå-äåí àíàëèç íàäáàðüåðíûõ ïåðåõîäîâ. Âñå ïîëó÷åííûå â ýòèõ ðàáîòàõ êëàñ-ñè÷åñêèå êîí�èãóðàöèè ñîäåðæàò ïàðàìåòðè÷åñêè áîëüøîå ÷èñëî ÷àñòèö âíà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè, ïîýòîìó áûë ñäåëàí âûâîä, ÷òî ïðîöåññ èíäóöèðîâàí-íîãî òóííåëèðîâàíèÿ äîëæåí îñòàâàòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåííûì ïðèâñåõ ýíåðãèÿõ. Ê òàêîìó æå âûâîäó ìîæíî ïðèéòè èç ñîîáðàæåíèé óíèòàðíî-



8ñòè [61�63℄. Îäíàêî, ñ ïîìîùüþ ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íåâîçìîæíî èñêëþ-÷èòü ñèòóàöèþ, êîãäà �óíêöèÿ F (E/Es) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ àñèìïòîòè÷åñêèïðè E/Es → ∞. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ, òàêèõêàê çàäà÷à î íàðóøåíèè áàðèîííîãî ÷èñëà â ýëåêòðîñëàáîé òåîðèè, íåäîñòà-òî÷íî çíàòü ëèøü êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ òóííåëüíîé ýêñïîíåíòûïðè E/Es ∼ 1, íåîáõîäèìî óìåòü âû÷èñëÿòü ïî êðàéíåé ìåðå ïîðÿäîê âåëè-÷èíû âåðîÿòíîñòè ïðîöåññà.Ôîðìà âûðàæåíèÿ (2) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äîëæíà ñóùåñòâîâàòü îïðåäåëåí-íàÿ êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè èíäóöèðîâàííîãîòóííåëèðîâàíèÿ ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ. Ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà êîìïëåêñíûõòðàåêòîðèé, ïîäõîäÿùàÿ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, áûëà ïðåäëîæåíà è ðåà-ëèçîâàíà ÷èñëåííî â ðàáîòàõ À. Í. Êóçíåöîâà, Â. À. �óáàêîâà, Ï. �. Òèíÿ-êîâà, Ä. Ò. Øîíà (ìåòîä Ê�ÒØ) [64�67℄. Îñíîâíûì ïðåïÿòñòâèåì íà ïóòèêâàçèêëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿ èíäóöèðîâàííîãî òóííåëèðîâàíèÿ ñëóæèò òî,÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïðîöåññà, ñîäåðæàùåå ëèøü äâå ÷àñòèöû, íå ÿâëÿåò-ñÿ êâàçèêëàññè÷åñêèì. Ïîýòîìó ìåòîä êîìïëåêñíûõ òðàåêòîðèé äîëæåí áûòüäîïîëíåí óäîáíûì ñïîñîáîì ðåãóëÿðèçàöèè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Öåíòðàëü-íîé âåëè÷èíîé ìåòîäà Ê�ÒØ ÿâëÿåòñÿ èíêëþçèâíàÿ âåðîÿòíîñòü òóííåëè-ðîâàíèÿ èç ñîñòîÿíèé ñ �èêñèðîâàííûìè ýíåðãèåé E è íà÷àëüíûì ÷èñëîì÷àñòèö N :
P(E,N) =

∑

i,f

∣

∣

∣
〈f |ŜP̂EP̂N |i〉

∣

∣

∣

2

. (3)Çäåñü Ŝ îáîçíà÷àåò S�ìàòðèöó, à P̂E, P̂N � ïðîåêòîðû íà ñîñòîÿíèÿ ñ �èê-ñèðîâàííûìè ýíåðãèåé è ÷èñëîì ÷àñòèö. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîñòîÿíèÿ |i〉 è
|f〉 ÿâëÿþòñÿ ïåðòóðáàòèâíûìè âîçìóùåíèÿìè íàä ðàçëè÷íûìè âàêóóìàìèòåîðèè. Åñëè ýíåðãèÿ è íà÷àëüíîå ÷èñëî ÷àñòèö êâàçèêëàññè÷åñêè âåëèêè,
E = Ẽ/g2, N = Ñ/g2, âåðîÿòíîñòü ìíîãî÷àñòè÷íîãî òóííåëèðîâàíèÿ (3)ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîìïëåêñíûõ òðàåêòîðèé. Îòâåò



9èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé âèä:
P(E,N) ∝ e−F (Ẽ,Ñ)/g2

. (4)Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò (3), ìîæíî âû÷èñëèòü ýêñïîíåíòó èíäóöèðîâàííîãî òóí-íåëèðîâàíèÿ F (E/Es). Âî�ïåðâûõ, ÿñíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ èçìíîãî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé P(E,N) âñåãäà âûøå, ÷åì äâóõ÷àñòè÷íàÿ âåðîÿò-íîñòü P(E). Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå íà÷àëüíîå äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå ìî-æåò áûòü ïðåâðàùåíî â ìíîãî÷àñòè÷íîå ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ òðåáóåìîãîêîëè÷åñòâà ÷àñòèö, êîòîðûå íå âëèÿþò íà ïðîöåññ òóííåëèðîâàíèÿ. Âñëåä-ñòâèå ýòîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî F (Ẽ) ≥ F (Ẽ, Ñ). Áîëåå òîãî, ìîæíîïðåäïîëîæèòü [64℄, ÷òî ïðåäåë Ñ → 0 ìíîãî÷àñòè÷íîé ýêñïîíåíòû F (Ẽ, Ñ)ñîâïàäàåò ñ ýêñïîíåíòîé ïîäàâëåíèÿ äâóõ÷àñòè÷íîãî ïðîöåññà:
F (Ẽ) = lim

Ñ→0
F (Ẽ, Ñ) . (5)Ñîîòíîøåíèå (5) îñíîâàíî íà óòâåðæäåíèè, ÷òî òóííåëüíàÿ ýêñïîíåíòà íå çà-âèñèò îò äåòàëåé íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîêà ÷èñëî ñîäåðæàùèõñÿ â íåì ÷à-ñòèö íå ñòàíîâèòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè áîëüøèì [64, 68, 69℄. Ýòî ïðåäïîëîæåíèåïðîâåðåíî âû÷èñëåíèÿìè â íåñêîëüêèõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé íà �îíåèíñòàíòîíà â êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè [65, 70℄, à òàêæå ÿâíî ïðè âñåõ ýíåðãèÿõâ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû [15, 16, 71, 72℄.Â ðîëè êîìïëåêñíîé òðàåêòîðèè, èñïîëüçóåìîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷à-ñòè÷íîé âåðîÿòíîñòè (3) â ïîëåâûõ ìîäåëÿõ, âûñòóïàåò êîìïëåêñíîå ðåøåíèåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîëÿ, íàéäåííîå âäîëü êîíòóðà ABCD â êîìïëåêñ-íîì âðåìåíè [66℄ (ðèñ. 1). Êîìïëåêñíóþ äèíàìèêó âäîëü êîíòóðà ABCD ìîæ-íî óñëîâíî ïîíèìàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×àñòè AB è CD êîíòóðà ñîîòâåò-ñòâóþò ýâîëþöèè ñèñòåìû äî è ïîñëå òóííåëèðîâàíèÿ, êîòîðîå ïðåäñòàâëåíîåâêëèäîâîé ÷àñòüþ BC êîíòóðà. Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîëÿ äîïîëíåíûîïðåäåëåííûìè óñëîâèÿìè, íàëîæåííûìè â íà÷àëå è â êîíöå êâàçèêëàññè÷å-ñêîé ýâîëþöèè (÷àñòè A è D êîíòóðà). Îïèñàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ¾T/θ çàäà÷åé¿, à åå ðåøåíèÿ � ¾θ� èíñòàíòîíàìè¿.
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�èñ. 1. Êîíòóð â êîìïëåêñíîì âðåìåíè, èñïîëüçóåìûé â êâàçèêëàññè÷åñêîéêðàåâîé çàäà÷å.Ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ñòîëêíîâåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòüðàçëè÷íûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ T/θ çàäà÷è. Ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ ðåøåíèåìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî öåïî÷êîé èíñòàíòîíîâ è àíòèèíñòàíòîíîâ [66, 73�75℄. Ïðè E ∼ Es, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó èíñòàíòîíàìè è àíòèèíñòàíòîíàìèñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà èõ ðàçìåðà, íèçêîýíåðãåòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïåðåñòàåòðàáîòàòü, è çàäà÷ó ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ÷èñëåííî [16, 67, 76, 77℄. Ïðè ýíåðãèÿõ,ïðåâûøàþùèõ Es, âñòðå÷àåòñÿ ïðîáëåìà [16, 67, 77℄, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿîáùåé äëÿ çàäà÷, ðåøàåìûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîìïëåêñíûõ òðàåêòîðèé.Èçâåñòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå êâàçèêëàññè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îáëàäàåòáåñêîíå÷íûì äèñêðåòíûì íàáîðîì ðåøåíèé, òîëüêî îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ�èçè÷åñêè çíà÷èìûì. Â îäíîìåðíîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå âñå ðåøåíèÿ ìîãóòáûòü ëåãêî ðàñêëàññè�èöèðîâàíû. Îäíàêî, óæå â êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñè-ñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû òàêàÿ êëàññè�èêàöèÿ îêàçûâàåòñÿòðóäíà, åñëè âîîáùå âîçìîæíà. Åñëè ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû íåâåëèêî (íà-ïðèìåð, N = 2), ìîæíî ïðÿìûì ïåðåáîðîì íàéòè ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùååìàêñèìàëüíîé âåðîÿòíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ [7, 13, 14℄. Â ñèñòåìàõ ñ áîëü-øèì èëè áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ïîèñê �èçè÷åñêè çíà÷èìîãîðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñåðüåçíóþ ïðîáëåìó.Ïðîáëåìà âûáîðà ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ ñòîèò íàèáîëåå îñòðî â ñëó÷àÿõ,êîãäà ñâîéñòâà �èçè÷åñêè çíà÷èìîé êîìïëåêñíîé òðàåêòîðèè ðàçëè÷íû ïðè



11ðàçëè÷íûõ ýíåðãèÿõ ñèñòåìû. Èìåííî òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â çàäà÷àõèíäóöèðîâàííîãî òóííåëèðîâàíèÿ ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ. Êà÷åñòâåííîå èçìå-íåíèå ïîâåäåíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè E > Esêëàññè÷åñêèé íàäáàðüåðíûé ïåðåõîä ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð çàïðåùåíäèíàìè÷åñêè, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ íèçêèõ ýíåðãèé, ãäå îòñóòñòâèå íàäáàðüåð-íûõ ðåøåíèé ãàðàíòèðîâàíî çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ýêñïîíåíöèàëüíîïîäàâëåííûé ïðîöåññ ïåðåõîäà, ïðîèñõîäÿùèé ïðè ýíåðãèÿõ, ïðåâûøàþùèõâûñîòó ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà, íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêèì òóííåëèðîâàíè-åì.Ïðèìåðû äèíàìè÷åñêîãî òóííåëèðîâàíèÿ õîðîøî èçâåñòíû â òåîðèè ðàñ-ñåÿíèÿ [7℄, òóííåëèðîâàíèå òàêîãî âèäà ìîæåò ïðîèñõîäèòü ìåæäó êâàçèâû-ðîæäåííûìè äèñêðåòíûìè óðîâíÿìè [78℄. Èìåííî äèíàìè÷åñêîå òóííåëèðî-âàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì ðàññìîòðåíèÿ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.Â ðàáîòàõ [71, 72, 79℄ îáíàðóæåíî, ÷òî ïðîöåññ èíäóöèðîâàííîãî òóííåëè-ðîâàíèÿ ïðè ýíåðãèÿõ, ïðåâûøàþùèõ îïðåäåëåííóþ êðèòè÷åñêóþ ýíåðãèþ
Ec > Es, ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñèñòåìà òóííåëèðóåò ñ îáðàçîâà-íèåì ñîñòîÿíèÿ, áëèçêîãî ê âåðøèíå ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà, îòêóäà è âîçîá-íîâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòîò ïðîöåñññîâñåì íå ïîõîæ íà ïîòåíöèàëüíîå òóííåëèðîâàíèå ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ. Òåìíå ìåíåå, ïåðåõîäû îñòàþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåííûìè3, òàê êàê äëÿòîãî, ÷òîáû îêàçàòüñÿ íà âåðøèíå áàðüåðà, ñèñòåìå íåîáõîäèìî ïðåòåðïåòüñóùåñòâåííóþ ïåðåñòðîéêó âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ. Ýíåðãèÿ E = Ec ñîîò-âåòñòâóåò áè�óðêàöèè ðåøåíèé T/θ çàäà÷è, ãäå âåòâü �èçè÷åñêè çíà÷èìûõðåøåíèé âñòðå÷àåòñÿ ñ íå�èçè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû-÷èñëåíèÿ ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà èíäóöèðîâàííîãî òóííåëèðîâàíèÿïðè E > Ec íåîáõîäèìî ðåøèòü ïðîáëåìó âûáîðà �èçè÷åñêè çíà÷èìûõ ðå-øåíèé.3Ïîäîáíûé ýêñïîíåíöèàëüíûé �àêòîð âîçíèêàåò â ìíîãî÷àñòè÷íûõ ïðîöåññàõ â òðèâèàëüíîì ñåêòî-ðå [62, 80�82℄.



12Â ðàáîòàõ [71, 72, 83℄ (ãëàâà 1 íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè) èçó÷àåòñÿ îïè-ñàííàÿ âûøå ïðîáëåìà â çàäà÷å î ïåðåõîäàõ ñâÿçàííîé ñèñòåìû ÷åðåç ïî-òåíöèàëüíûé áàðüåð. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿìîäåëü ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Íà ïðèìåðå ýòîé ñèñòåìû ðàçðàáàòûâà-åòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè, ïîçâîëÿþùèé àâòîìàòè÷åñêè âûáèðàòü ïðàâèëü-íóþ âåòâü ðåøåíèé ïðè E > Ec. Â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå êðàåâàÿ çàäà÷àðåãóëÿðèçóåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïåðåñå÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ âåòâåé ðåøåíèéðåãóëÿðèçîâàííûõ óðàâíåíèé íå ïðîèñõîäèò. Â ïðåäåëå, êîãäà ïàðàìåòð ðå-ãóëÿðèçàöèè ǫ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, âîññòàíàâëèâàþòñÿ òîëüêî �èçè÷åñêè çíà-÷èìûå ðåøåíèÿ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è. Ìåòîä ïðîâåðåí ÿâíûì ñðàâíåíèåìñ òî÷íûì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå ÷èñ-ëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.Çàìå÷àòåëüíî òî, ÷òî ìåòîä ǫ�ðåãóëÿðèçàöèè ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ìîäåëèòåîðèè ïîëÿ, âêëþ÷àÿ êàëèáðîâî÷íûå òåîðèè. Â ðàáîòå [79℄ ìåòîä áûë ïðè-ìåíåí ê çàäà÷å î ïåðåõîäàõ ñ èçìåíåíèåì òîïîëîãè÷åñêîãî ÷èñëà â ýëåêòðî-ñëàáîé ìîäåëè, ÷òî ïîçâîëèëî íàéòè ðåøåíèÿ T/θ çàäà÷è â îáëàñòè âûñîêèõýíåðãèé. Ïîëó÷åíûå ðåçóëüòàòû [79, 84℄ ïîêàçàëè, ÷òî ïðîöåññ íåñîõðàíåíèÿáàðèîííîãî ÷èñëà îñòàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåííûì âïëîòü äî êðàéíåâûñîêèõ ýíåðãèé E ∼ 30Es = 250 ÒýÂ.Ñëåäóåò îòìåòèòü íåäîñòàòîê ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîèñêà ðåøåíèé
T/θ çàäà÷è. Äåëî â òîì, ÷òî õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ áûñòðîðàñòåò ñ ðîñòîì ýíåðãèè ñòîëêíîâåíèÿ, ïîýòîìó îáëàñòü çíà÷åíèé ýíåðãèè,â êîòîðîé âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, îãðàíè÷åíà øàãîì äî-ñòóïíîé ðåøåòêè. Ê ïðèìåðó, â çàäà÷å î íàðóøåíèè áàðèîííîãî ÷èñëà â ýëåê-òðîñëàáîé òåîðèè íàéäåííûå ðåøåíèÿ ïîêðûâàþò îáëàñòü 0 < E < 2.5Es. Òà-êèì îáðàçîì, ÷èñëåííûå ìåòîäû íå ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ïðîöåññû èíäóöè-ðîâàííîãî òóííåëèðîâàíèÿ ïðè ýíåðãèÿõ, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ âûñîòóïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà, íå ãîâîðÿ óæ î ïðåäåëå E → ∞. Äëÿ ïîëó÷åíèÿíàäåæíûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè íåîáõîäèìî ðàññìîòðåíèå ïðîñòûõ ìî-
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�èñ. 2. Ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà èíäóöèðîâàííîãî òóííåëèðîâàíèÿäëÿ ìîäåëè ãëàâû 2.äåëåé, â êîòîðûõ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè âñåõ ýíåðãèÿõ.Â ðàáîòå [85℄ (ãëàâà 2 äèññåðòàöèè) ðàññìîòðåíà ìîäåëü ñâîáîäíîãî ñêà-ëÿðíîãî ïîëÿ φ(x, t) íà ïîëóïðÿìîé x > 0, âçàèìîäåéñòâèå êîòîðîãî ëîêà-ëèçîâàíî íà ãðàíèöå (x = 0). Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè èçó÷àåòñÿ òóííåëüíîåðîæäåíèå ñîëèòîíîïîäîáíûõ ñîñòîÿíèé ïðè ñòîëêíîâåíèè âûñîêîýíåðãè÷íîé÷àñòèöû ñ ãðàíèöåé. Ïðè ýòîì óäàåòñÿ íàéòè âñå �èçè÷åñêè çíà÷èìûå ðåøå-íèÿ T/θ çàäà÷è. Ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü òóííåëüíîé ýêñïîíåíòû F îò ýíåð-ãèè ñòîëêíîâåíèÿ E ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2. Êàê è â ãëàâå 1, ìû âûäåëÿåì äâåîáëàñòè ýíåðãèé (îáëàñòè I è II ðèñóíêà), â êîòîðûõ ñâîéñòâà ðåøåíèé êà÷å-ñòâåííî îòëè÷àþòñÿ. Ïðè ýíåðãèÿõ ñòîëêíîâåíèÿ íèæå êðèòè÷åñêîé ýíåðãèè
Ec ≈ 1.2Es (îáëàñòü I) ïðîèñõîäèò îáû÷íîå ïîòåíöèàëüíîå òóííåëèðîâàíèå,êîãäà ïîäáàðüåðíàÿ ýâîëþöèÿ ñèñòåìû çàêàí÷èâàåòñÿ ïðÿìî â ñîëèòîííîìñåêòîðå. Ýòîò ðåæèì ìîæåò áûòü íàçâàí ¾ïðÿìûì òóííåëèðîâàíèåì¿. Ýêñ-



14ïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ â ýòîé îáëàñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðîñòîé �îðìóëå:
F (E) = 4π ln

[

πEs

E

]

, E < Ec . (6)Ôîðìóëà (6), áóäó÷è ïðîäîëæåíà â îáëàñòü E > Ec, ïîêàçàëà áû èñ÷åçíîâåíèåïîäàâëåíèÿ ïðè ýíåðãèè E = πEs. Îäíàêî, ýòà �îðìóëà íåâåðíà ïðè E >

Ec, òàê êàê îïèñûâàþùèå ïðÿìîå òóííåëèðîâàíèå ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóþòïðè ýíåðãèÿõ âûøå êðèòè÷åñêîé. Â îáëàñòè II ðèñóíêà �èçè÷åñêè çíà÷èìûåðåøåíèÿ îïèñûâàþò òóííåëèðîâàíèå ñ îáðàçîâàíèåì ñîñòîÿíèÿ, áëèçêîãî êâåðøèíå áàðüåðà (ñ�àëåðîíà), êîòîðîå çàòåì ðàñïàäàåòñÿ, ïðîèçâîäÿ ñîëèòîíâ êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè. Ýòîò ïðîöåññ ïðîèñõîäèò âïëîòü äî ýíåðãèè Eo ≈
2.7Es, êîòîðóþ ìû íàçûâàåì îïòèìàëüíîé ýíåðãèåé. Ïðè E > Eo ãëàäêèõðåøåíèé T/θ çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò.�àññìîòðåííàÿ â ãëàâå 2 ìîäåëü ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåòîä Ê�ÒØ äîëæåíáûòü äîïîëíåí êâàçèêëàññè÷åñêèì ìåòîäîì íàõîæäåíèÿ òóííåëüíîé ýêñïî-íåíòû ïðè E > Eo. Òàêîé ìåòîä ïðåäëîæåí â ðàáîòå [86℄ (ãëàâà 3). Ìåòîäîñíîâàí íà íàáëþäåíèè, ÷òî ïðè îïòèìàëüíîé ýíåðãèè äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóìýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ, ò.å. ðîñò ýíåðãèè ñòîëêíîâåíèÿ ïðè E > Eo íå ïðè-âîäèò ê óâåëè÷åíèþ âåðîÿòíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòèIII íà ðèñ. 2 èìååì:

F (E) = Fm, E > Eo . (7)Äëÿ ðàññìîòðåííîé â ãëàâå 2 ìîäåëè Fm = F (Eo) ≈ 10.27. Â äðóãèõ, áî-ëåå ñëîæíûõ ìîäåëÿõ, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Fm ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ, àòàêæå îïòèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ Eo, ïðè êîòîðîé ýòî çíà÷åíèå äîñèãàåòñÿ, ìîãóòáûòü âû÷èñëåíû êâàçèêëàññè÷åñêè, èñïîëüçóÿ íîâîå ñåìåéñòâî êîìïëåêñíûõêëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ìû íàçûâàåì ýòè ðåøåíèÿ ¾èíñòàíòîíàìè äåéñòâè-òåëüíîãî âðåìåíè¿, òàê êàê îíè îïðåäåëåíû â äåéñòâèòåëüíîì âðåìåíè, â îò-ëè÷èå îò îáû÷íûõ èíñòàíòîíîâ, êîòîðûå ñëåäóåò èñêàòü íà åâêëèäîâîé îñè.Ýòè êîí�èãóðàöèè íàñûùàþò èíêëþçèâíóþ âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ èçñîñòîÿíèé ñ �èêñèðîâàííûì ÷èñëîì ÷àñòèö N è ëþáîé (â òîì ÷èñëå ñêîëü



15óãîäíî áîëüøîé) ýíåðãèåé (ñð. ñ âûðàæåíèåì (3)):
Prt(N) =

∑

i,f

∣

∣

∣
〈f |ŜP̂N |i〉

∣

∣

∣

2

. (8)Â ãëàâå 3 òàêæå èññëåäîâàí ìåõàíèçì ïåðåõîäà ïðè E > Eo. Ïîêàçàíî, ÷òî âýòîé îáëàñòè ñèñòåìå âûãîäíî èçëó÷èòü èçáûòîê ýíåðãèè (E −Eo), èñïóñòèâíåñêîëüêî âûñîêîýíåðãè÷íûõ ÷àñòèö, òàê ÷òî ïîñëåäóþùåå òóííåëèðîâàíèåïðîèñõîäèò ñ ýíåðãèåé, ý��åêòèâíî ðàâíîé îïòèìàëüíîé ýíåðãèè. Òàê êàê âå-ðîÿòíîñòü ïåðòóðáàòèâíîãî èñïóñêàíèÿ ÷àñòèö ïîäàâëåíà ïî êîíñòàíòå ñâÿçèëèøü ñòåïåííûì îáðàçîì, ýêñïîíåíòà îïèñàííîãî âûøå ïðîöåññà ñîâïàäàåòñ òóííåëüíîé ýêñïîíåíòîé, íàéäåííîé ïðè îïòèìàëüíîé ýíåðãèè. Ìåõàíèçìòóííåëèðîâàíèÿ, îáíàðóæåííûé íàìè ïðè E > Eo, ñîâïàäàåò ñ ìåõàíèçìîì,ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå [87℄.Â ýêçîòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ äèíàìè÷åñêèå ý��åêòû ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííûóæå ïðè îïèñàíèè âàêóóìíîãî òóííåëèðîâàíèÿ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò âìîäåëÿõ êâàíòîâîé êîñìîëîãèè ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññà òóííåëüíîãî ðîæäåíèÿçàìêíóòîé âñåëåííîé èç ¾íè÷òî¿ [88�93℄. Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé òóííåëèðî-âàíèÿ â êâàíòîâîé êîñìîëîãèè ñëóæèò òî, ÷òî êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí ìàñøòàáíî-ãî �àêòîðà a è òóííåëüíûé ïîòåíöèàë V (a) âõîäÿò â ïîëíûé ãàìèëüòîíèàíñèñòåìû ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì. Â ñâÿçè ñ ñîõðàíåíèåì ïîëíîé ýíåðãèè,âîçáóæäåíèå ìàòåðèàëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû (ðîæäåíèå ÷àñòèö) ïðèâîäèòê óâåëè÷åíèþ âåðîÿòíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ. Êàê ïðàâèëî, âåðîÿòíîñòü ðîæ-äåíèÿ ÷àñòèö â àäèàáàòè÷åñêè ìåäëåííî ðàñøèðÿþùåéñÿ âñåëåííîé ýêñïî-íåíöèàëüíî ìàëà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîöåññ òóííåëèðîâàíèÿ ÷åðåç ïîòåíöè-àëüíûé áàðüåð òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåí. Òàêèì îáðàçîì, äèíàìèêàòóííåëüíîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè: åñëè ýêñïîíåíöèàëü-íîå ïîäàâëåíèå ïðîöåññà ðîæäåíèÿ ÷àñòèö îêàçûâàåòñÿ ñëàáåå òóííåëüíîãîïîäàâëåíèÿ, ñèñòåìå îêàçûâàåòñÿ âûãîäíî ïðîèçâåñòè äîñòàòî÷íîå êîëè÷å-ñòâî ÷àñòèö ìàòåðèè, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êîòîðûõ ðàâíà âûñîòå ïîòåíöèàëüíîãîáàðüåðà, è âîçîáíîâèòü êëàññè÷åñêóþ ýâîëþöèþ â îáëàñòè âáëèçè âåðøèíû



16áàðüåðà. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü îáñóæäàëàñü íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå â ðàáîòå[92℄.Â ðàáîòå [94℄ (ãëàâà 4 äèññåðòàöèè) èçó÷àåòñÿ ïðîöåññ êàòàñòðî�è÷åñêîãîðîæäåíèÿ ÷àñòèö íà ïðèìåðå ìîäåëè ìèíèñóïåðïðîñòðàíñòâà äëÿ çàìêíóòîéâñåëåííîé, íàïîëíåííîé ìàññèâíûì ñêàëÿðíûì ïîëåì ñ êîí�îðìíîé ñâÿçüþ.Ý��åêòèâíîå óðàâíåíèå Óèëåðà� Äå Âèòòà ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî äëÿ íåñêîëü-êèõ òèïîâ ìîäåëüíûõ ïîòåíöèàëîâ è �óíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ âçàèìîäåé-ñòâèå ìåæäó ìàòåðèàëüíûìè è ãðàâèòàöèîííûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. ×èñ-ëåííûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò, ÷òî ïðîöåññ êàòàñòðî�è÷åñêîãî ðîæäåíèÿ÷àñòèö ïðîèñõîäèò â øèðîêîì äèàïîçîíå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ïî-êàçàíî, ÷òî ðîæäåíèå ÷àñòèö îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå îáðàòíîå âëèÿíèå íàòóííåëüíûé ïðîöåññ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êîñìîëîãè÷åñêîé ïî-ñòîÿííîé âåëè÷èíà âîëíîâîé �óíêöèè âñåëåííîé â îáëàñòè çà ïîòåíöèàëüíûìáàðüåðîì ïîëó÷àåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî áîëüøå, ÷åì â ñëó÷àå ïóñòîé âñåëåí-íîé.Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ îñíîâíîãî òåêñòà, çàêëþ-÷åíèÿ è äâóõ ïðèëîæåíèé.�ëàâà 1 ïîñâÿùåíà ìåòîäó ðåãóëÿðèçàöèè êîìïëåêñíûõ òðàåêòîðèé è åãîïðîâåðêå â êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Êâàí-òîìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ââåäåíà â ðàçäåëå 1.1. Â ðàçäåëå 1.2 ïðèâåäåí âûâîäêâàçèêëàññè÷åñêîé T/θ çàäà÷è, èñïîëüçóåìîé âïîñëåäñòâèè äëÿ âû÷èñëåíèÿâåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ. �àçäåë 1.3 ïîñâÿùåí àíàëèçó íàäáàðüåðíûõ ïåðåõî-äîâ, â ðàçäåëå 1.4 èçó÷àþòñÿ ïðîöåññû ïîòåíöèàëüíîãî òóííåëèðîâàíèÿ ïðèíèçêèõ ýíåðãèÿõ. Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî îïèñûâàþùèå ïîòåíöèàëüíîå òóííå-ëèðîâàíèå êîìïëåêñíûå òðàåêòîðèè íå ñóùåñòâóþò ïðè ýíåðãèÿõ, ïðåâûøàþ-ùèõ êðèòè÷åñêóþ ýíåðãèþ Ec > Es. Òåõíèêà ǫ�ðåãóëÿðèçàöèè êâàçèêëàññè÷å-ñêîé êðàåâîé çàäà÷è ââåäåíà â ðàçäåëå 1.5. Â ðàçäåëå 1.6 ïðîâåäåíî ñðàâíåíèåðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ǫ�ðåãóëÿðèçàöèè, ñ ðåçóëüòàòà-ìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîëíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Â ðàçäåëå 1.7 ïîêà-



17çàíî, ÷òî ìåòîä ǫ�ðåãóëÿðèçàöèè ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèåòóííåëüíûå ïåðåõîäû, ñ êëàññè÷åñêèìè íàäáàðüåðíûìè ðåøåíèÿìè.Â ãëàâå 2 ïðîâåäåí àíàëèç ïðîöåññà èíäóöèðîâàííîãî ðîæäåíèÿ ñîëèòîíî-ïîäîáíûõ ñîñòîÿíèé â (1+1) � ìåðíîé ìîäåëè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ ââåäå-íà â ðàçäåëå 2.1. Îáùàÿ T/θ çàäà÷à è åå �îðìóëèðîâêà, óäîáíàÿ äëÿ ðåøåíèÿðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, èçëîæåíû â ðàçäåëå 2.2 (ïîäðàçäåëû 2.2.1 è 2.2.2 ñî-îòâåòñòâåííî). Â ðàçäåëå 2.3 ïðèâåäåíû àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ÷àñòíûõðåøåíèé T/θ çàäà÷è, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ¾ïåðèîäè÷åñêèìè èíñòàíòîíàìè¿.Ïðÿìîå ðîæäåíèå ñîëèòîíîïîäîáíûõ ñîñòîÿíèé ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ èçó÷à-åòñÿ â ðàçäåëå 2.4. Â ÷àñòíîñòè, â ïîäðàçäåëå 2.4.1 ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêàÿ�îðìóëà (6) äëÿ ïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà èíäóöèðîâàííîãî òóííåëèðîâàíèÿ, àâ ïîäðàçäåëå 2.4.2 ïðèâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿêðèòè÷åñêîé ýíåðãèè Ec, âûøå êîòîðîé �îðìóëà (6) íåïðèìåíèìà. Ïåðåõî-äû ñ îáðàçîâàíèåì ñîñòîÿíèÿ îêîëî âåðøèíû ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà ïðèýíåðãèÿõ, ïðåâûøàþùèõ êðèòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 2.5.Ïîäðàçäåëû ?? ïîñâÿùåíû �îðìóëèðîâêå T/θ çàäà÷è â èíòåðåñíîì ïðåäåëåèñ÷åçàþùå ìàëîãî ÷èñëà ÷àñòèö è ïîèñêó ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â ýòîì ïðåäå-ëå. Òåõíèêà ïåðòóðáàòèâíûõ ðàçëîæåíèé, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòûïðè ýíåðãèÿõ, áëèçêèõ ê îïòèìàëüíîé ýíåðãèè Eo, èçëîæåíà â ðàçäåëå 2.6. Àèìåííî, â ïîäðàçäåëå 2.6.1 ïîëó÷åíî ðåøåíèå â ïðåäåëå T → 0 (E → Eo), âïîäðàçäåëå 2.6.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ ïðè ìàëûõ, íî êîíå÷íûõ T .�ëàâà 3 ïîñâÿùåíà ìåòîäó èíñòàíòîíîâ äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè. Îáùèéâûâîä êâàçèêëàññè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è ïðèâåäåí â ðàçäåëå 3.1. Â ðàçäå-ëå 3.2 ìåòîä ïðèìåíåí ê ïðîñòîé ìîäåëè ãëàâû 2. Êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñà-íèå ïåðåõîäîâ ïðè E > Eo ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 3.3.Â ãëàâå 4 èçó÷åí ïðîöåññ òóííåëüíîãî ðîæäåíèÿ çàìêíóòîé âñåëåííîé,íàïîëíåííîé ìàññèâíûì ñêàëÿðíûì ïîëåì ñ êîí�îðìíîé ñâÿçüþ. Ìîäåëüñêàëÿðíîãî ïîëÿ è åå ìèíèñóïåðïðîñòðàíñòâåííàÿ �îðìóëèðîâêà ïðèâåäå-íû â ðàçäåëå 4.1. �àçäåë 4.2 ïîñâÿùåí ïîèñêó ÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ



18Óèëåðà�Äå Âèòòà. Â ðàçäåëå 4.3 ðàññìîòðåí �èçè÷åñêè èíòåðåñíûé ñëó÷àéìàëûõ çíà÷åíèé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé.Â îñíîâó äèññåðòàöèè ïîëîæåíû ðàáîòû, âûïîëíåííûå â 2002�2005 ãîäàõ âÎòäåëå òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè ÈßÈ �ÀÍ è íà êà�åäðå Êâàíòîâîé ñòàòèñòèêèè òåîðèè ïîëÿ �èçè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-âåðñèòåòà èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåð-òàöèè, áûëè äîëîæåíû íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ ÈßÈ �ÀÍ, Áîñòîíñêîãî óíè-âåðñèòåòà, óíèâåðñèòåòà Òà�òñà ã. Êåìáðèäæ (ÑØÀ), Áðþññåëüñêîãî óíèâåð-ñèòåòà, íà Ìåæäóíàðîäíûõ ñåìèíàðàõ ¾Êâàðêè�2002¿ (Âàëäàé), ¾Êâàðêè�2004¿ (Ïóøêèíñêèå ãîðû), íà Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå ¾×àñòèöû è êîñìîëî-ãèÿ¿ (Ïðèýëüáðóñüå, 2003 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Êâàíòîâàÿãðàâèòàöèÿ è ñóïåðñòðóíû�2002¿ (Äóáíà). �åçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáî-òàõ [72, 79, 83, 85, 86, 94, 95℄.



19�ëàâà 1Êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå ïåðåõîäîâ ïðè êîíå÷íûõ ýíåðãèÿõ1.1 Ïåðåõîäû ñâÿçàííîé ñèñòåìû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð�åçóëüòàòû ýòîé ãëàâû ïîëó÷åíû íà ïðèìåðå èëëþñòðàòèâíîé êâàíòîâîìå-õàíè÷åñêîé çàäà÷è î íåóïðóãèõ ïåðåõîäàõ ñâÿçàííîé ñèñòåìû ÷åðåç ïîòåíöè-àëüíûé áàðüåð. Ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññûm, äâèæó-ùèõñÿ â îäíîì èçìåðåíèè è ñâÿçàííûõ ãàðìîíè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì (ðèñ. 1.3).Îäíà èç ÷àñòèö âçàèìîäåéñòâóåò ñ îòòàëêèâàþùèì ïîòåíöèàëüíûì áàðüåðîì.�àìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä
H =

p2
1

2m
+

p2
2

2m
+
mω2

4
(x1 − x2)

2 + V0e
−x2

1/σ2

. (1.1)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðèìå-íèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, à åãî âûñîòà V0 ñèëüíî ïðåâûøàåòðàññòîÿíèå ~ω ìåæäó óðîâíÿìè îñöèëëÿòîðà:
~ω ≪ V0, (1.2)
σ ≫ ~/

√

mV0 .Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü (1.1) áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòàõ [15, 16℄ äëÿïðÿìîé ïðîâåðêè ìåòîäà Ê�ÒØ. Â ýòîé ìîäåëè õîðîøî âèäíû òðóäíîñòè,âîçíèêàþùèå ïðè êâàçèêëàññè÷åñêîì îïèñàíèè ïåðåõîäîâ íåñåïàðàáåëüíûõñèñòåì ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð.Ìû èñïîëüçóåì ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé ~ = 1, m = 1. Òàêæå óäîá-íî ïðèíÿòü ω = 0.5, ïîñëå ÷åãî âñå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû ñòàíîâÿòñÿ áåç-ðàçìåðíûìè. Óñëîâèÿ (1.2) ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿâûïîëíåíû, åñëè âûáðàòü σ = 1/g, V0 = 1/g2, ãäå g � ìàëûé ïàðàìåòð.Ýòîò ïàðàìåòð íåñóùåñòâåííåí íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå, òàê êàê îí èñ÷åçàåòèç êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïîñëå çàìåíû x1 → x1/g, x2 → x2/g.
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ω
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m m

E

�èñ. 1.1. Ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà, òóííåëèðóþùàÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, ñêîòîðûì âçàèìîäåéñòâóåò òîëüêî òåìíàÿ ÷àñòèöà.Òàêèì îáðàçîì, êâàçèêëàññè÷åñêèé ìåòîä ìîæíî ïîíèìàòü êàê àñèìïòîòè÷å-ñêîå ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì g2.Óäîáíî ðåøàòü çàäà÷ó â òåðìèíàõ êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ X ≡ (x1 +

x2)/
√

2 è îñöèëëÿòîðíîé êîîðäèíàòû y ≡ (x1 − x2)/
√

2. Ïîñëå çàìåíû ïåðå-ìåííûõ �óíêöèÿ �àìèëüòîíà (1.1) ïðèíèìàåò âèä
H =

p2
X

2
+
p2

y

2
+
ω2

2
y2 +

1

g2
e−g2(X+y)2/2. (1.3)Ýäåñü ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ,

Uint ≡
1

g2
e−g2(X+y)2/2,èãðàåò ðîëü ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà, ðàçäåëÿþùåãî àñèìïòîòè÷åñêèå îáëà-ñòè X → ±∞ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ îñöèëëÿòîðà ÷àñòîòû ω âäîëü êîîðäè-íàòû öåíòðà ìàññ. Àñèìïòîòè÷åñêîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñâÿçàííîé ñèñòå-ìû (1.3) ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ íîìåðîì óðîâíÿ îñöèëëÿòîðà N è ïîëíîé ýíåð-ãèåé E = p2

X/2 + ω(N + 1/2). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðåõîäû ñèñòåìû ÷åðåçïîòåíöèàëüíûé áàðüåð èç ñîñòîÿíèÿ ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè Eè N .



211.2 Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäàÂåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñâÿçàííîé ñèñòåìû èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ çàäàííû-ìè ýíåðãèåé E è óðîâíåì âîçáóæäåíèÿ îñöèëëÿòîðà N ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûéáàðüåð èìååò âèä
P(E,N) = lim

tf−ti→∞

∑

f

∣

∣

∣
〈f |e−iĤ(tf−ti)|E,N〉

∣

∣

∣

2

, (1.4)ãäå íåÿâíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ ëîêàëèçîâà-íû â àñèìïòîòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ X → −∞ è X → +∞ ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåìðàñìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ýíåðãèÿ è óðîâåíü âîçáóæäåíèÿ îñöèëëÿòîðà ïà-ðàìåòðè÷åñêè âåëèêè, ò.å.
E = Ẽ/g2 , N = Ñ/g2 ,ãäå Ẽ, Ñ îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè ïðè g → 0. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àåâåðîÿòíîñòü (1.4) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êâàçèêëàññè÷åñêè.Ïåðåïèøåì âåëè÷èíó (1.4) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P(E, N) = lim
tf−ti→∞

{ +∞
∫

0

dXf

0
∫

−∞

dXi dX
′
i

+∞
∫

−∞

dyi dy
′
i dyf AfiA∗

i′fBii′

}

, (1.5)ãäå
Afi = 〈Xf , yf |e−iĤ(tf−ti)|Xi, yi〉ñóòü àìïëèòóäà ïåðåõîäà, à ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèéñîáðàíû â âåëè÷èíó

Bii′ = 〈Xi, yi|E, N〉〈E, N |X ′
i, y

′
i〉 . (1.6)Ïåðâûì äåëîì, ïðåäñòàâèì âåðîÿòíîñòü (1.5) â âèäå �óíêöèîíàëüíîãî èíòå-ãðàëà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè äëÿ àìïëè-



22òóä
Afi =

∫

[d~x]

∣

∣

∣

∣

∣ ~x(ti)=~xi
~x(tf )=~xf

eiS[~x] , (1.7)
A∗

i′f =

∫

[d~x′]

∣

∣

∣

∣

∣

~x′(ti)=~x′i
~x′(tf )=~xf

e−iS[~x′] ,ãäå ~x = (X, y), à S[~x] îáîçíà÷àåò �óíêöèîíàë äåéñòâèÿ. Óäîáíîå ïðåäñòàâëå-íèå äëÿ âåëè÷èíû (1.6) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðàáîòû [16, 72℄):
Bii′ =

∫ i∞

−i∞
dT dθ exp

{

− 1

g2
Bi(~xi, ~x

′
i; T, θ)

}

, (1.8)ãäå
1

g2
Bi =

(Xi −X ′
i)

2

4T
− ω

1 − e4ωT+2θ

[

1

2
(y2

i +y′i
2
)(1+e4ωT+2θ)−2yiy

′
ie

2ωT+θ

]

. (1.9)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (1.7), (1.8) â �îðìóëó (1.5), è ïðîèçâîäÿ çàìåíó ~x→
~x/g, E → Ẽ/g2,N → Ñ/g2, ïîëó÷èì èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòèïåðåõîäà:
P(E, N) = lim

tf−ti→∞

+i∞
∫

−i∞

dT dθ

∫

[d~x d~x′] exp

{

− 1

g2
F [~x, ~x′; T, θ]

}

×

× δ[~x(tf) − ~x′(tf)] , (1.10)ãäå
F [~x, ~x′; T, θ] = −iS[X, y] + iS[X ′, y′] − 2ẼT − Ñθ + Bi(~xi, ~x

′
i;T, θ). (1.11)Äàëåå áóäåì îïóñêàòü çíàê ¾òèëüäà¿ íàä ïåðåìàñøòàáèðîâàííûìè âåëè÷è-íàìè.Ïðè ìàëûõ g èíòåãðàë (1.10) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ìåòîäîì ïåðåâàëà.Âûïèøåì óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà äëÿ �óíêöèîíàëà F . Ýêñòðåìóì ïî çíà÷åíèÿìäèíàìè÷åñêèõ êîîðäèíàò X(t), y(t), X ′(t), y′(t) ïðè ti < t < tf äîñòèãàåòñÿ,åñëè âûïîëíåíû êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

δS

δX(t)
=

δS

δy(t)
=

δS ′

δX ′(t)
=

δS ′

δy′(t)
= 0 . (1.12a)



23Ïðè t = tf �óíêöèîíàë (1.11) ñëåäóåò äè��èðåíöèðîâàòü ïî çíà÷åíèÿì êî-îðäèíàò ñ ó÷åòîì óñëîâèé ñâÿçè
X(tf) = X ′(tf) , y(tf) = y′(tf) , (1.12b)êîòîðûå âîçíèêàþò èç�çà δ��óíêöèè, ïðèñóòñòâóþùåé â èíòåãðàëå (1.10).Ïîëó÷èì:
Ẋ(tf) = Ẋ ′(tf) , ẏ(tf) = ẏ′(tf) . (1.12
)Óñëîâèÿ â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðîøëîì (êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ýêñòðåìèçàèåéâûðàæåíèÿ (1.11) ïî Xi, yi, X ′

i, y′i) óäîáíî âûðàçèòü â òåðìèíàõ àñèìïòîòè-÷åñêèõ âåëè÷èí. Ïðè t = ti → −∞ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â à
èìïòîòè÷åñêîéîáëàñòè X → −∞, ãäå âëèÿíèå ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà ïðåíåáðåæèìî ìàëî.Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.12a), âûïèøåì àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ:
X(t) → Xi + pi(t− ti)

y(t) → 1√
2ω

[

ae−iω(t−ti) + āeiω(t−ti)
]

ïðè t→ −∞ . (1.12d)Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ êîîðäèíàò X ′(t), y′(t) âûïîëíåíû òàêèå æå àñèìïòîòè÷å-ñêèå �îðìóëû. Â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ Xi, pi, a, ā óñëîâèÿ ïðè t = ti → −∞ïðèíèìàþò âèä
pi = p′i = −Xi −X ′

i

2iT
,

a′ + ā′ = ae2ωT+θ + āe−2ωT−θ , (1.12e)
a+ ā = a′e−2ωT−θ + ā′e2ωT+θ .Íàêîíåö, óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà (1.11) ïî ëàãðàíæåâûì ìíîæè-òåëÿì T , θ, çàïèøåì â âèäå:

E =
p2

i

2
+ ωN , (1.12f)

N = aā ,ãäå ìû èñïîëüçîâàëè óñëîâèÿ (1.12e). Óðàâíåíèÿ (1.12a) � (1.12f) îáðàçóþòïîëíóþ ñèñòåìó óñëîâèé ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà F .



24Òàê êàê äèíàìè÷åñêèå êîîðäèíàòû X ′(t), y′(t) âîçíèêëè èç èíòåãðàëüíîãîïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé àìïëèòóäû, áóäåì èñêàòü ðåøå-íèÿ âèäà
X ′(t) = X∗(t), y′(t) = y∗(t) . (1.13)Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà (1.13) ïðîõîäèò ÷åðåç ñèñòåìó óðàâíå-íèé (1.12) ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà T , θ äåéñòâè-òåëüíû. Îñòàâøèåñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè óðàâíåíèÿ îáðàçóþò êðàåâóþ çàäà÷ó,êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò äèíàìè÷åñêèå êîîðäèíàòû X(t), y(t). Óäîáíî ïîñòà-âèòü ýòó çàäà÷ó íà êîíòóðå ABCD â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî âðåìåíè, ñì.ðèñ. 1. [ Çàìåòèì, ÷òî äëèíà åâêëèäîâîé ÷àñòè AB êîíòóðà ðàâíà ïàðàìåòðó

T çàäà÷è. ℄ Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
δS

δX(t)
=

δS

δy(t)
= 0 (1.14a)äîëæíû áûòü âûïîëíåíû âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ êîíòóðà. Êðàåâûå óñëîâèÿïðè t = tf → +∞ (óðàâíåíèÿ (1.12b), (1.12
)) ïðèîáðåòàþò âèä óñëîâèéäåéñòâèòåëüíîñòè ïåðåìåííûõX(t), y(t) â àñèìïòîòè÷åñêîé ÷àñòèD êîíòóðà:

ImX(t) → 0, Imy(t) → 0

ImẊ(t) → 0 Imẏ(t) → 0
ïðè t→ +∞ . (1.14b)Óñëîâèÿ â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðîøëîì (1.12e) çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ, áó-äó÷è âûðàæåííûìè â òåðìèíàõ âðåìåííîé ïåðåìåííîé t′ = t− iT/2, êîòîðàÿèçìåíÿåòñÿ âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè, â òî âðåìÿ êàê ïåðåìåííàÿ t ïðîáåãàåò÷àñòü AB êîíòóðà. Âûïèøåì àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ïðè t→ −∞ + iT :

X → X0 + p0(t
′ − ti) ,

y → 1√
2ω

[

fe−iω(t′−ti) + g∗eiω(t′−ti)
]

.Â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ X0, p0, f è g, êðàåâûå óñëîâèÿ (1.12e) ïðèîáðåòàþòâèä:
ImX0 = 0, Imp0 = 0 , (1.14
)
f = e−θg .



25Íàêîíåö, ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (1.12f) â òåðìèíàõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïåðåìåí-íûõ â îáëàñòè A êîíòóðà:
E =

p2
0

2
+ ωN , (1.15)

N = ωfg∗ .Ôîðìóëû (1.15) ïîçâîëÿþò âûðàçèòü ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà T , θ ÷åðåç E,
N . Íà ïðàêòèêå óäîáíî ïîñòóïàòü íàîáîðîò, òî åñòü ðåøàòü êðàåâóþ çàäà-÷ó (1.14) äëÿ çàäàííûõ íàïåðåä çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ T , θ, à çàòåì âû÷èñëÿòüçíà÷åíèÿ E, N ïî óðàâíåíèÿì (1.15).Óñëîâèÿ (1.14b), (1.14
) ýêâèâàëåíòíû âîñüìè äåéñòâèòåëüíûì êðàåâûìóñëîâèÿì äëÿ êîìïëåêñè�èöèðîâàííûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (1.14a).Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (1.14) äîëæíà èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå1 (èëè äèñ-êðåòíûé íàáîð ðåøåíèé). Ìû íàçûâàåì êðàåâóþ çàäà÷ó (1.14) ¾T/θ çàäà÷åé¿,åå ðåøåíèÿ � θ�èíñòàíòîíàìè.Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå T/θ çàäà÷è â âûðàæåíèå (1.11), ïîëó÷èì ñåäëîâîåçíà÷åíèå �óíêöèîíàëà F , êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðîñòîé �îðìóëå:

F (E, N) = 2ImS0(T, θ) − 2ET −Nθ , (1.16)ãäå S0 � ïðîèíòåãðèðîâàííîå ïî ÷àñòÿì äåéñòâèå ìîäåëè:
S0 =

∫

dt

(

−1

2
X
d2X

dt2
− 1

2
y
d2y

dt2
− 1

2
ω2y2 − Uint(X, y)

)

. (1.17)Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â âûðàæåíèè (1.17) èäåò âäîëü êîíòóðà ABCD.Ñîãëàñíî ìåòîäó ïåðåâàëà, äëÿ âåðîÿòíîñòè (1.4) ïîëó÷àåì:
P(E,N) ∝ e−F (Ẽ,Ñ)/g2

,ãäå ìû âîññòàíîâèëè çíàêè ¾òèëüäà¿ íàä âåëè÷èíàìè E, N .1Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.14) îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî âðåìåííûõ ñäâèãîâ, ñì.ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà â ðàáîòàõ [16, 67℄. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè âîïðîñîâ ýòàñèììåòðèÿ íåñóùåñòâåííà.



26Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå âûðàæåíèÿ (1.16) ìû íå èñïîëüçîâàëè óñëî-âèÿ (1.15) ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà ïî ïåðåìåííûì T , θ. Ýêñòðåìèçàöèÿ âû-ðàæåíèÿ (1.16) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì
E(T, θ) =

∂

∂T
ImS0(T, θ) , (1.18)

N(T, θ) =
∂

∂θ
2ImS0(T, θ) , (1.19)êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû ðàâåíñòâàì (1.15). Ëåãêî âûâåñòè �îðìóëû îáðàòíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà:

T (E, N) = −1

2

∂

∂E
F (E, N) , (1.20)

θ(E, N) = − ∂

∂N
F (E, N) . (1.21)Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (1.14
), äîïîëíåííûå óñëîâèÿìèñâÿçè (1.15), ýêâèâàëåíòíû íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ðàáîò [7�9℄, êîòîðûå âûðà-æåíû â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ ¾äåéñòâèå�óãîë¿. Óñëîâèÿ â àñèìïòîòè÷åñêîìáóäóùåì (1.14b) îòëè÷àþòñÿ îò óñëîâèé ðàáîò [7�9℄ èç�çà ñóììèðîâàíèÿ ïîêîíå÷íûì ñîñòîÿíèÿì â �îðìóëå (1.4).Îòìåòèì äâà íåòðèâèàëüíûõ ñâîéñòâà ðåøåíèé T/θ çàäà÷è. Âî-ïåðâûõóñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé äåéñòâèòåëüíîñòè (1.14b) íå âñåãäà ñîâïàäàåò ñóñëîâèåì äåéñòâèòåëüíîñòè ïðè êîíå÷íûõ âðåìåíàõ. Êîíå÷íî, â ñëó÷àå, êî-ãäà ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè X → +∞ïðè t → +∞, óñëîâèå (1.14b) îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå äåéñòâèòåëüíî ïðè ëþ-áûõ êîíå÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ t. À èìåííî, â ýòîì ñëó÷àå �àçà è àìïëè-òóäà êîëåáàíèé ñâîáîäíîãî îñöèëëÿòîðà äåéñòâèòåëüíû è X äåéñòâèòåëüíîïðè t → +∞. Òîãäà èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî X(t) è y(t) äåé-ñòâèòåëüíû íà âñåé ÷àñòè CD êîíòóðà. Îïèñàííûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåòïåðåõîäàì ïðÿìî â àñèìïòîòè÷åñêóþ îáëàñòü X → +∞. Ñèòóàöèÿ ìîæåòñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ, åñëè ïðè t → +∞ ñèñòåìà îñòàåòñÿ â îáëàñòè âçà-èìîäåéñòâèÿ. Ê ïðèìåðó, ðàññìîòðèì ðåøåíèå, êîòîðîå â àñèìïòîòè÷åñêîì



27áóäóùåì ïðèáëèæàåòñÿ ê ñåäëîâîé òî÷êå ïîòåíöèàëà, X → 0, y → 0 ïðè
t → +∞. ßñíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ t òàêîå ðåøåíèå ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êå
(X = 0, y = 0) ýêñïîíåíöèàëüíî âäîëü íåóñòîé÷èâîãî íàïðàâëåíèÿ ïîòåí-öèàëà, ò.å. X(t), y(t) ∝ e−const·t. Åñëè ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü íåÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì, ðåøåíèå îñòàåòñÿ êîìïëåêñíûì ïðè ñêîëü óãîäíîáîëüøèõ êîíå÷íûõ âðåìåíàõ, è ñòàíîâèòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ëèøü àñèìïòî-òè÷åñêè ïðè t → +∞. Îïèñàííîå âûøå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó íàñåäëîâóþ òî÷êó ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà, êîòîðóþ ìû, ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèèòåîðèè ïîëÿ, íàçîâåì ¾ñ�àëåðîíîì¿. Ïîñëå ýòîãî ñèñòåìà ñêàòûâàåòñÿ ñ âåðî-ÿòíîñòüþ ïîðÿäêà 1 â àñèìïòîòè÷åñêóþ îáëàñòü X → +∞. Êàê ìû óâèäèìâ ðàçäåëå 1.5, ïðîöåññ òàêîãî òèïà äåéñòâèòåëüíî ïðîèñõîäèò â íåêîòîðîéîáëàñòè çíà÷åíèé ýíåðãèè è íà÷àëüíîãî ÷èñëà çàïîëíåíèÿ îñöèëëÿòîðà.Âî�âòîðûõ, òàê êàê ïðè t → −∞ (êîãäà X → −∞) ïîòåíöèàë âçàèìî-äåéñòâèÿ ïðåíåáðåæèìî ìàë, ìîæíî ïðîäîëæèòü àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ íàäåéñòâèòåëüíóþ îñü. Èç óðàâíåíèé (1.14
) ïîëó÷àåì:

y(t) =
1√
2ω

(

fe−ωTe−iωt + f ∗eθ+ωTeiωt
)

,

ImX(t) = −Tp0 .Ìû âèäèì, ÷òî âñëåäñòâèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äèíàìè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñè-ñòåìû êîìïëåêñíû ïðè t ∈ R, t→ −∞. Äëÿ ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ ïðÿìîåòóííåëèðîâàíèå (X(t) → +∞ ïðè t→ +∞), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîíòóð ABCDäîëæåí áûòü îòäåëåí îò äåéñòâèòåëüíîé îñè òî÷êîé âåòâëåíèÿ (ñì. ðèñ. 1, ãäåðàçðåçû ïîêàçàíû äâîéíûìè ëèíèÿìè), êîòîðàÿ íå ïîçâîëÿåò íåïðåðûâíî ïå-ðåâåñòè êîíòóð â äåéñòâèòåëüíóþ îñü. Ïðèâåäåííûé àðãóìåíò íå ïðèìåíèìê ðåøåíèÿì, îñòàþùèìñÿ â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ; â ýòîì ñëó÷àå òî÷êàâåòâëåíèÿ ìåæäó êîíòóðîì ABCD è äåéñòâèòåëüíîé îñüþ âðåìåíè ìîæåòîòñóòñòâîâàòü. Â ðàçäåëå 1.5 ìû óâèäèì, ÷òî òàê è ïðîèñõîäèò â íåêîòîðîéîáëàñòè çíà÷åíèé E, N .



281.3 Êëàññè÷åñêèå íàäáàðüåðíûå ïåðåõîäû�àññìîòðèì êëàññè÷åñêå íàäáàðüåðíûå ïåðåõîäû, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ äåé-ñòâèòåëüíûìè ðåøåíèÿìè êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Êëàññè÷åñêàÿýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòûðüìÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè. Îäíî èçíèõ (ñêàæåì, íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ ñèñòåìû), èñïîëüçóåì äëÿ�èêñàöèè èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî âðåìåííûõ ñäâèãîâ. Âûáåðåì â êà-÷åñòâå îñòàëüíûõ òðåõ äàííûõ ïîëíóþ ýíåðãèþ E, ÷èñëî çàïîëíåíèÿ îñöèë-ëÿòîðà2 N ≡ Eosc/ω, è íà÷àëüíóþ �àçó ϕ.Êâàíòîâîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíîéýíåðãèåé E è íîìåðîì óðîâíÿ îñöèëëÿòîðà N , îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-íî òî÷êîé íà E�N ïëîñêîñòè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïåðåõîäû èç ñîñòîÿíèÿ
(E,N) íå ïîäàâëåíû, åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèåîïèñûâàþùåå íàäáàðüåðíûé ïåðåõîä ñî çíà÷åíèÿìè E, N , çàäàííûìè â íà÷à-ëå ýâîëþöèè3. Ýòè ñîñòîÿíèÿ îáðàçóþò îáëàñòü íà E�N ïëîñêîñòè, êîòîðóþìû íàéäåì â ýòîì ðàçäåëå.ßñíî, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì N âñåãäà âîçìîæåí êëàññè÷åñêèé ïåðåõîäñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ýíåðãèåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýíåðãèÿ íàäáàðüåðíîãîïåðåõîäà âñåãäà âûøå, ÷åì âûñîòà ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà. Òàêèì îáðàçîì,ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ Eo(N), òàêàÿ, ÷òî êëàññè÷åñêèå íàäáàðüåðíûå ïåðåõîäûâîçìîæíû ïðè E > Eo, íî íå ïðîèñõîäÿò ïðè E < Eo ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõíà÷àëüíîé �àçû ϕ. Êðèâàÿ Eo(N) îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü íà÷àëüíûõ ñîñòî-ÿíèé, ïåðåõîäû èç êîòîðûõ íå ïîäàâëåíû. Ìû ïîëó÷èëè �óíêöèþ Eo(N)÷èñëåííî, ðåçóëüòàò4 ïîêàçàí íà ðèñ. 1.2.Âàæíàÿ òî÷êà ãðàíèöû Eo(N) ñîîòâåòñòâóåò íåñòàáèëüíîìó ñòàòè÷åñêî-ìó ðåøåíèþ X(t) = y(t) = 0, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé ïîëíîãî2Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå òåðìèí ¾÷èñëî çàïîëíåíèÿ îñöèëëÿòîðà¿ íå îïðåäåëåí. Ìû áóäåì óïîòðåá-ëÿòü ýòîò òåðìèí, èìåÿ â âèäó âåëè÷èíó Eosc/ω.3Çàìåòèì, ÷òî òàêèå êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò êðàåâîé çàäà÷å (1.14). Êàê âèäíî èç óðàâ-íåíèÿ (1.16), îíè ñîîòâåòñòâóþò F = 0.4Çàìåòèì, ÷òî ëèíèÿ Eo(N) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà â îáëàñòü N > Ns. Ïåðåõîäû ñ N > Ns íàñ íåèíòåðåñóþò.
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�èñ. 1.2. Ïëîñêîñòü íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ çàäà÷è òóííåëèðîâàíèÿ ñâÿ-çàííîé ñèñòåìû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð.ïîòåíöèàëà U(X, y) ≡ ω2y2/2 + Uint(X, y) (ñì. ðèñ. 1.3). Íèæå ìû íàçûâàåìýòî ðåøåíèå ¾ñ�àëåðîíîì¿. Ýíåðãèÿ ñ�àëåðîíà Es = U(0, 0) = 1 ñîâïàäàåòñ ìèíèìóìîì �óíêöèè Eo(N). Äåéñòâèòåëüíî, êëàññè÷åñêèå ïåðåõîäû ïðè
E < Es íåâîçìîæíû, à íàäáàðüåðíîå ðåøåíèå ñ ýíåðãèåé, íåñêîëüêî ïðå-âûøàþùåé Es, ïîëó÷àåòñÿ èç ðåøåíèÿ X = y = 0 ñîîáùåíèåì íåáîëüøîãîèìïóëüñà âäîëü îòðèöàòåëüíîé ìîäû ñ�àëåðîíà. �åøàÿ çàäà÷ó Êîøè âïåðåäè íàçàä âî âðåìåíè, ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå íàäáàðüåðíûé ïå-ðåõîä ñèñòåìû ìåæäó îáëàñòÿìè X → −∞ è X → +∞, è îïðåäåëåííîå çíà-÷åíèå N = Ns â îáëàñòè X → −∞ (ñì. ðèñ. 1.2). �åøåíèÿ, ýíåðãèÿ êîòîðûõïðèáëèæàþòñÿ ê ýíåðãèè ñ�àëåðîíà, ñîîòâåòñòâóþò ñîîáùåíèþ âñå ìåíüøåãîèìïóëüñà âäîëü îòðèöàòåëüíîé ìîäû ñ�àëåðîíà. Òàêèì îáðàçîì, îíè ïðîâî-äÿò âñå áîëüøå âðåìåíè â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ïðåäåëåE → Es ñèñòåìàïðîâîäèò áåñêîíå÷íîå âðåìÿ â îáëàñòè âáëèçè ñ�àëåðîíà.Ïî àíàëîãèè ñî ñâîéñòâàìè íàäáàðüåðíûõ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé âáëèçèòî÷êè (Es, Ns), ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè çíà÷åíèé E,N ê ëþáîéòî÷êå ãðàíèöû (Eo(N), N), ñîîòâåòñòâóþùåå íàäáàðüåðíîå ðåøåíèå áóäåòïðîâîäèòòü âñå áîëüøå âðåìåíè â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýòî íàáëþäåíèåâàæíî äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé, îáîñíóåì åãî. Çà�èêñèðóåì íà÷àëüíîå
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�èñ. 1.3. Ïîòåíöèàë (ïóíêòèðíûå ëèíèè) â îêðåñòíîñòè ñ�àëåðîíà
(X = 0, y = 0) (æèðíàÿ òî÷êà), âîçáóæäåííûé ñ�àëåðîí (æèðíàÿ ëèíèÿ)äëÿ (E,N) = (1.985, 3.72), è òðàåêòîðèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, áëèçêîãîê âîçáóæäåííîìó ñ�àëåðîíó (òîíêàÿ ëèíèÿ).è êîíå÷íîå âðåìåíà, ti è tf . Ïóñòü âî âðåìåííîì èíòåðâàëå ti < t < tf ðåøå-íèå ñ ýíåðãèåé E1 îïèñûâàåò ïåðåõîä íà äðóãóþ ñòîðîíó áàðüåðà, à ðåøåíèå ñýíåðãèåé E2 < E1 è òåì æå çíà÷åíèåì N îòðàæàåòñÿ íàçàä. Òîãäà ñóùåñòâóåòïðîìåæóòî÷íàÿ ýíåðãèÿ, ïðè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå îêàí÷èâàåò-ñÿ â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè t = tf . Â ïðåäåëå (tf − ti) → +∞ ïîëó÷àåìòî÷êó ãðàíèöû Eo(N) è ñîîòâåòñòâóþùåå åé ðåøåíèå, êîòîðîå ñòðåìèòñÿ êíåêîòîðîìó íåñòàáèëüíîìó ðåøåíèþ, îïèñûâàþùåìó �èíèòíîå äâèæåíèå âîáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ. Ìû íàçûâàåì ïîñëåäíåå ðåøåíèå ¾âîçáóæäåííûìñ�àëåðîíîì¿, òàê êàê îíî îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ íàä òî÷êîé X = y = 0 âäîëüñòàáèëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ïîòåíöèàëà. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ òî÷êà ãðàíèöû
(Eo(N), N) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó âîçáóæäåííîìó ñ�àëåðîíó. �åøåíèÿ,ñòðåìÿùèåñÿ ê âîçáóæäåííûì ñ�àëåðîíàì àñèìïòîòè÷åñêè ïðè t → +∞,îáðàçóþò ïîâåðõíîñòü â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå (ñåïàðàòðèñó), ðàçäåëÿþùóþîáëàñòè, â êîòîðûõ äâèæåíèå ñèñòåìû êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ. Ïðèìåð áëèç-êîé ê âîçáóæäåííîìó ñ�àëåðîíó òðàåêòîðèè ïîêàçàí íà ðèñ. 1.3.



311.4 Òóííåëèðîâàíèå ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõÏåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ïîäáàðüåðíûõ ïåðåõîäîâ, äëÿ ýòîãî ðåøèì ÷èñëåííî
T/θ çàäà÷ó (1.14). Óäîáíî íà÷àòü ñ ïîèñêà ÷àñòíûõ ðåøåíèé ïðè θ = 0.Êðàåâûå óñëîâèÿ (1.14b), (1.14
) â ýòîì ñëó÷àå îçíà÷àþò äåéñòâèòåëüíîñòüðåøåíèÿ â àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðîøëîì è áóäóùåì. Ìîæíî ïîêàçàòü [73℄, ÷òî�èçè÷åñêè çíà÷èìûå ðåøåíèÿ ñ θ = 0 äåéñòâèòåëüíû íà âñåì êîíòóðå ABCD(ðèñ. 1). Åâêëèäîâà ÷àñòü BC òàêîãî ðåøåíèÿ îïèñûâàåò îñöèëëÿöèè â ïå-ðåâåðíóòîì ïîòåíöèàëå ñ ïåðèîäîì 2T , òàê ÷òî òî÷êè B è C ñîîòâåòñòâóþòäâóì òî÷êàì ïîâîðîòà Ẋ = ẏ = 0. Îïèñàííûå åâêëèäîâû ðåøåíèÿ íàçû-âàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè èíñòàíòîíàìè; îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ÷èñëåííîìåòîäàìè ìèíèìèçàöèè åâêëèäîâà äåéñòâèÿ [15, 16℄. Ïîëíîå ðåøåíèå çàòåìâîññòàíàâëèâàåòñÿ ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè âäîëü ëèíèé CDè BA. Ïîëó÷èâ ðåøåíèå â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðîøëîì, ìû âû÷èñëÿåì ýíåð-ãèþ è íà÷àëüíûé óðîâåíü âîçáóæäåíèÿ îñöèëëÿòîðà ïî �îðìóëàì (1.15). Òàêêàê ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ÿâíî äåéñòâèòåëüíû, óñëîâèÿ (1.14b), (1.14
) âû-ïîëíåíû ïðè θ = 0. Ëèíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ èíñòàíòîíîâ â ïëîñêîñòè E�Nïîêàçàíà íà ðèñ. 1.2.Êàê òîëüêî ðåøåíèÿ ñ θ = 0 íàéäåíû, åñòåñòâåííî ïîïðîáîâàòü ïîêðûòüðåøåíèÿìè âñþ îáëàñòü íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé E < Eo(N), èçìåíÿÿ çíà÷å-íèÿ T è θ íåáîëüøèìè øàãàìè. �åøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùååòî÷êå (T +∆T, θ+∆θ), ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ èòåðàòèâíîãî ìåòî-äà Íüþòîíà��à�ñîíà, äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå (T, θ),ñëóæèò â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (ñì. [15, 16, 67, 77℄). Ìû îæèäà-åì, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ �èçè÷åñêè çíà÷èìûì, åñëè îíî ñëàáîîòëè÷àåòñÿ îò �èçè÷åñêè çíà÷èìîãî ðåøåíèÿ, èñïîëüçîâàííîãî â êà÷åñòâå íà-÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, îæèäàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå àâ-òîìàòè÷åñêè îêàí÷èâàåòñÿ â ïðàâèëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè X → +∞íà êàæäîì øàãå. Îäíàêî, ìåòîä ìàëûõ äå�îðìàöèé íå ðàáîòàåò âáëèçè òî÷åê
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Re t�èñ. 1.4. Çàâèñèìîñòü òóííåëüíîé êîîðäèíàòû X îò âðåìåíè äëÿ äâóõ ðåøå-íèé ñ áëèçêèìè çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè è íà÷àëüíîãî óðîâíÿ âîçáóæäåíèÿ îñöèë-ëÿòîðà. Ôèçè÷åñêè çíà÷èìîå ðåøåíèå îïèñûâàåò òóííåëèðîâàíèå â àñèìïòî-òè÷åñêóþ îáëàñòü X → +∞, à íå�èçè÷åñêîå � îòðàæàåòñÿ íàçàä â îáëàñòü
X → −∞. Ôèçè÷åñêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå E = 1.028, N = 0.44,íå�èçè÷åñêîå � òî÷êå E = 1.034, N = 0.44. Îáà ðåøåíèÿ áëèçêè ê òî÷êå íàëèíèè áè�óðêàöèé Ec(N = 0.44) = 1.031.áè�óðêàöèè íà E�N ïëîñêîñòè, ãäå �èçè÷åñêàÿ âåòâü ðåøåíèé âñòðå÷àåòñÿñ íå�èçè÷åñêîé âåòâüþ. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ìåòîä ìàëûõäå�îðìàöèé ìåòîäîì, êîòîðûé ïîìîãàåò íàõîäèòü ïðàâèëüíûå ðåøåíèÿ âáëè-çè òî÷åê áè�óðêàöèè.Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàëûõ äå�îðìàöèé ìû ïîëó÷èëè ïðàâèëüíûå ðåøåíèÿ
T/θ çàäà÷è â îáëàñòè E < Ec(N), ñì. ðèñ. 1.2. Îäíàêî, ïðè âûñîêèõ ýíåðãè-ÿõ, E > Ec(N), ïðîöåäóðà ìàëûõ äå�îðìàöèé ïðîèçâîäèò ðåøåíèÿ, êîòîðûåîòðàæàþòñÿ îò áàðüåðà íàçàä (ñì. ðèñ. 1.4), ò. å. îáëàäàþò íåïðàâèëüíû-ìè ¾òîïîëîãî÷åñêèìè ñâîéñòâàìè¿. Ýòî ïðîèñõîäèò ãëóáîêî âíóòðè îáëàñòèêëàññè÷åñêè çàïðåùåííûõ ñîñòîÿíèé, ïåðåõîäû èç êîòîðûõ ýêñïîíåíöèàëüíîïîäàâëåíû, è, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíû îïèñûâàòüñÿ êâàçèêëàññè÷åñêè. ßñíî,÷òî ðåøåíèÿ ñ íåïðàâèëüíîé òîïîëîãèåé íå îïèñûâàþò èçó÷àåìûå òóííåëü-íûå ïåðåõîäû. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáëàñòè Ec(N) < E < Eo(N) äîëæíà ñóùå-ñòâîâàòü äðóãàÿ, �èçè÷åñêè çíà÷èìàÿ âåòâü ðåøåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ëèíèÿ
Ec(N) ñîîòâåòñòâóåò áè�óðêàöèÿì, ãäå âåòâü �èçè÷åñêèõ ðåøåíèé ïåðåñåêà-åòñÿ ñ âåòâüþ íå�èçè÷åñêèõ. Ëèíèÿ áè�óðêàöèé Ec(N), íàéäåííàÿ ÷èñëåííî



33äëÿ ìîäåëè (1.3), ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.2.Èçìåíåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ êâàçèêëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðè ýíåð-ãèÿõ, ïðåâûøàþùèõ íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, íå ÿâëÿåòñÿ ñïåöè�è-êîé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ýòî ÿâëåíèå áûëî îáíàðóæåíî â òåîðåòèêî�ïîëåâûõ ìîäåëÿõ ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ èíäóöèðîâàííîãî ðàñïàäà ëîæíî-ãî âàêóóìà [67℄ è ïåðåõîäîâ ñ èçìåíåíèåì òîïîëîãèè â êàëèáðîâî÷íîé òåî-ðèè [77℄ (â ìîäåëÿõ òåîðèè ïîëÿ ïàðàìåòð N ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâó ÷àñòèöâ íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè). Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîòåðÿ ïðàâèëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõñâîéñòâ ðåøåíèé íå ïîçâîëÿëà âû÷èñëèòü ýêñïîíåíòó ïîäàâëåíèÿ âåðîÿòíî-ñòè òóííåëèðîâàíèÿ â èíòåðåñíîé îáëàñòè âûñîêèõ ýíåðãèé.Ñîãëàñíî àðãóìåíòó ðàçäåëà 1.3, âðåìÿ, êîòîðîå òóííåëüíûå ðåøåíèÿ ïðî-âîäÿò â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ, ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè5 ïðè ïðèáëèæå-íèè òî÷êè (E,N) ê ëèíèè áè�óðêàöèé E = Ec(N). Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿòî÷êà ýòîé ëèíèè ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ, êîòîðîå ñòðåìèòñÿ ê îäíîìó èçâîçáóæäåííûõ ñ�àëåðîíîâ ïðè t → +∞. Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ðàçäåëå 1.2,òàêîå ïîâåäåíèå âîçìîæíî äëÿ êîìïëåêñíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ èç-çà ïðè-ñóòñòâèÿ íåñòàáèëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âáëèçè (âîçáóæäåííîãî) ñ�àëåðîíà.1.5 �åãóëÿðèçàöèÿ òóííåëüíûõ ðåøåíèéÏðåéäåì ê �îðìóëèðîâêå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàé-òè ïðàâèëüíóþ âåòâü ðåøåíèé ïðè E > Ec(N). Êàê îòìå÷åíî â ðàáî-òàõ [71, 72, 79, 85℄, âñå �èçè÷åñêè çíà÷èìûå ðåøåíèÿ â ýòîé îáëàñòè ñòðå-ìÿòñÿ ê âîçáóæäåííûì ñ�àëåðîíàì ïðè t → +∞. Ýòè ðåøåíèÿ òðóäíî,åñëè âîîáùå âîçìîæíî, íàéòè ñ ïîìîùüþ îáùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâîéçàäà÷è (1.14), òàê êàê îíè êîìïåêñíû ïðè êîíå÷íûõ âðåìåíàõ è ñòàíîâÿòñÿäåéñòâèòåëüíûìè òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè ïðè t → +∞, â òî âðåìÿ êàê òðà-äèöèîííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ïðèìåíèìû òîëüêî äëÿ êîíå÷íûõ èíòåðâàëîâ.5Îòìåòèì, ÷òî îòìå÷åííûå ñâîéñòâà θ�èíñòàíòîíîâ ïîäîáíû ñâîéñòâàì òóííåëüíûõ ðåøåíèé â êâàí-òîâîé ìåõàíèêå îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû, ýíåðãèÿ êîòîðûõ áëèçêà ê âûñîòå áàðüåðà, ñì. Ïðèëîæåíèå A



34Âäîáàâîê, òåõíèêà ðåãóëÿðèçàöèè ïîçâîëèò íàì ïîëó÷èòü ñåìåéñòâî íàäáà-ðüåðíûõ ðåøåíèé (ðàçäåë 1.7), êîòîðîå ïîêðûâàåò âñþ îáëàñòü íà÷àëüíûõäàííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííûì ïåðåõîäàì, âêëþ÷àÿ ååãðàíèöó Eo(N). Ýòî ñâîéñòâî èíòåðåñíî â òåîðåòèêî�ïîëåâûõ ìîäåëÿõ, ãäåíàõîæäåíèå ãðàíèöû Eo(N) çàòðóäíåíî èç-çà áîëüøîé ðàçìåðíîñòè �àçîâî-ãî ïðîñòðàíñòâà (ñì., ê ïðèìåðó, îáñóæäåíèå â ðàáîòå [96℄).Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàóèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìû äîáàâèì êêëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (1.14a) ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé ìàëîìóïàðàìåòðó ǫ, òàêîé, ÷òî òðàåêòîðèé, ïðîâîäÿùèõ áåñêîíå÷íîå âðåìÿ â îáëàñòèâçàèìîäåéñòâèÿ, ñðåäè ðåøåíèé ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è áîëüøå íå áóäåò.Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ðåãóëÿðèçàöèè ìîæíî áóäåò ïîêðûòü ðåøåíèÿìè âñþîáëàñòü íà÷àëüíûõ äàííûõ íå ïåðåñåêàÿ ëèíèè áè�óðêàöèè. Â ïðåäåëå ǫ→ 0ìû ïîëó÷èì �èçè÷åñêè çíà÷èìûå ðåøåíèÿ èñõîäíîé T/θ çàäà÷è.Â ýòîì ðàçäåëå íàì áóäåò óäîáíî ðàáîòàòü â òåðìèíàõ �óíöèîíàëà F ,(âûðàæåíèå (1.11)), óñëîâèå ýêñòðåìóìà êîòîðîãî ýêâèâàëåíòíî êðàåâîé çà-äà÷å (1.14). ×òîáû ïðåäîòâðàòèòü ýêñòðèìèçàöèþ �óíêöèîíàëà F êîí�è-ãóðàöèÿìè, ïðèáëèæàþùèìèñÿ ê âîçáóæäåííîìó ñ�àëåðîíó ïðè t → +∞,äîáàâèì ê íåìó äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí âèäà 2ǫTint, ãäå Tint � �óíêöèîíàë,îöåíèâàþùèé âðåìÿ, êîòîðîå ðåøåíèå ¾ïðîâîäèò¿ â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ.Ïàðàìåòð ǫ èñ÷åçàþùå ìàë, ïîýòîìó ëþáîé ¾ðåãóëÿðíûé¿ ýêñòðåìóì �óíê-öèîíàëà F (ðåøåíèå, ïðîâîäÿùåå êîíå÷íîå âðåìÿ â îáëàñòè Uint 6= 0) ñëà-áî ìåíÿåòñÿ ïîñëå ðåãóëÿðèçàöèè. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ ëþáîãî êðèòè÷åñêîãîðåøåíèÿ ìû ïîëó÷àåì Tint = +∞, ò.å. òàêèå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñèí-ãóëÿðíîñòÿì ðåãóëÿðèçîâàííîãî �óíêöèîíàëà Fǫ ≡ F + 2ǫTint, à íå òî÷êàìýêñòðåìóìà.Äëÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷ óäîáíî îïðåäåëèòü �óíêöèîíàë Tint ñëå-äóþùèì îáðàçîì:
Tint =

1

2

[
∫

dt Uint(X, y) +

∫

dt Uint(X
∗, y∗)

]

. (1.22)



35Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèîíàë (1.22) äåéñòâèòåëåí, à ðåãóëÿðèçàöèÿ ýêâèâàëåíòíàóìíîæåíèþ ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ íà êîìïëåêñíûé ìíîæèòåëü:
Uint → (1 − iǫ)Uint = e−iǫUint +O(ǫ2) . (1.23)Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ðåãóëÿðèçàöèè èçìåíÿþòñÿ ëèøü êëàññè÷åñêèå óðàâ-íåíèÿ äâèæåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.14b), (1.14
) îñòàþò-ñÿ òåìè æå ñàìûìè. Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî Uint â âûðàæåíèè (1.22) ìîæíîâçÿòü ëþáóþ �óíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ â îáëàñòèâçàèìîäåéñòâèÿ è äîñòàòî÷íî áûñòðî èñ÷åçàþùóþ â íà÷àëüíîé è â êîíå÷íîéàñèìïòîòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ. Òàê, â êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ïîëÿ óäîáåí äðóãîéâûáîð [79℄.Ïðèâåäåì àðãóìåíò â ïîëüçó òîãî, ÷òî ðåøåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé T/θçàäà÷è ñóùåñòâóþò ïðè ǫ 6= 0. �àññìîòðèì ¾ðåãóëÿðèçîâàííóþ âåðîÿòíîñòüïåðåõîäà¿

Pǫ = lim
tf−ti→∞

∑

f

∣

∣

∣
〈f |e(−iĤ−ǫÛint)(tf−ti)|E,N〉

∣

∣

∣

2

, (1.24)êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò íåóíèòàðíîé ýâîëþöèè ñèñòåìû â îáëàñòè âçàèìîäåé-ñòâèÿ (ñð. (1.4)). Âåëè÷èíà (1.24) õîðîøî îïðåäåëåíà íà êâàíòîâîì óðîâíå,ïðè ǫ→ 0 îíà ñòðåìèòñÿ ê âåðîÿòíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ (1.4). Ñåäëîâîå çíà-÷åíèå �óíêöèîíàëà Fǫ ðàâíî ýêñïîíåíòå ïîäàâëåíèÿ äëÿ âåëè÷èíû Pǫ, ïîýòî-ìó ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò.Ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé T/θ çàäà÷è äîëæíû ïðî-âîäèòü êîíå÷íîå âðåìÿ â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïî íåïðåðûâíîñòè, ðåøå-íèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ìàëûõ äå-�îðìàöèé èç ðåøåíèÿ ñ ïðàâèëüíîé òîïîëîãèåé, íå îòðàæàþòñÿ îò ïîòåíöè-àëüíîãî áàðüåðà. Òàêèì îáðàçîì, ëèíèÿ E = Ec(N) áîëüøå íå ñîîòâåòñòâóåòáè�óðêàöèÿì ðåøåíèé ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è; òåïåðü ìû ìîæåì ïîêðûòüðåøåíèÿìè âñþ îáëàñòü E < Eo(N). �åøåíèÿ èñõîäíîé T/θ çàäà÷è âîññòà-íàâëèâàþòñÿ â ïðåäåëå ǫ→ 0.



36Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ Tint ñîïðÿæåíî ïàðàìåòðó ǫ:
Tint =

1

2

∂

∂ǫ
Fǫ(E,N, ǫ) . (1.25)Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïðîâåðêè ÷èñëåííîãî ðåçóëü-òàòà.Ìû ïîëó÷èëè ðåøåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé T/θ çàäà÷è ÷èñëåííî ñ ïîìî-ùüþ ìåòîäîâ ðàáîò [15, 16℄. ×òîáû ïîëó÷èòü ýêñïîíåíòó ïîäàâëåíèÿ â îáëà-ñòè Ec(N) < E < Eo(N), ìû ñòàðòîâàëè ñ ðåøåíèÿ, íàõîäÿùåãîñÿ ãëóáîêî â¾çàïðåùåííîé¿ îáëàñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ (ò.å. E < Ec(N)). Çàòåì ìû ïîâû-øàëè ǫ îò íóëÿ äî íåêîòîðîãî ìàëîãî çíà÷åíèÿ6 îñòàâëÿÿ T , θ ïîñòîÿííûìè.Çàòåì, ìû èçìåíÿëè ìàëûìè øàãàìè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ T è θ ïðè ïîñòî-ÿííîì ǫ, ïîëó÷àÿ òàêèì îáðàçîì ðåøåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è â îáëàñòè

Ec(N) < E < Eo(N). Âñå ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ èìåëè ïðàâèëüíóþ òîïîëî-ãèþ, ò.å. çàêàí÷èâàëèñü â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè X → +∞ ïðè t → +∞.Íàêîíåö, ìû óìåíüøàëè ǫ è ïîëó÷àëè çíà÷åíèÿ F , E, N â ïðåäåëå ǫ→ 0.�àññìîòðèì ðåøåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ â ïðåäåëå ǫ → 0 â îáëàñòè Ec <

E < Eo. Îíè ïðèíàäëåæàò ê íîâîé âåòâè, ïîýòîìó èõ �èçè÷åñêèå ñâîéñòâàîòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ ðåøåíèé ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ. Ìû îáíàðóæèëè, ÷òîïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ ǫ äî íóëÿ ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ëþáîé òî÷-êå îáëàñòè E1(N) < E < E0(N), ïðîâîäèò âñå áîëüøå âðåìåíè â îáëàñòèâçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè ǫ = 0 èìååì Tint = ∞, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òîïðàâèëüíîå êâàçèêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê îäíîìó èç âîçáóæäåí-íûõ ñ�àëåðîíîâ ïðè t → +∞. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîáîëüøîé ýíåðãèè (ò.å. ïðè E > Ec(N)) ñèñòåìà òóííåëèðóåò ñ îáðàçîâàíèåìñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî âîçáóæäåííîìó ñ�àëåðîíó. ×òîáû ýòî ïðîäå-ìîíñòðèðîâàòü ÿâíî, ìû ïîêàçàëè íà ðèñ. 1.5 ðåøåíèå ~x(t) ≡ (X(t), y(t)),ïîëó÷åííîå ïðè áîëüøèõ t â ïðåäåëå ǫ → 0. Ïðè ïîñòðîåíèè ðèñóíêà 1.5 èñ-ïîëüçîâàëèñü íîâûå êîîðäèíàòû c+, c−, â òåðìèíàõ êîòîðûõ êâàäðàòè÷íûé6Êàê ïðàâèëî, èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ ǫ ∼ 10−6 . . . 10−7.



37ãàìèëüòîíèàí äèàãîíàëåí â îêðåñòíîñòè ñ�àëåðîíà X = y = 0:
H(2) = 1 +

p2
+

2
+
p2
−
2

+
ω2

+

2
c2+ − ω2

−
2
c2− ,ãäå

ω2
± = ±(−1 +

ω2

2
) +

√

1 +
ω4

4
> 0 .Ïåðåìåííûå c+, c− ñâÿçàíû ñ X, y ïîâîðîòîì:

X = cosα c+ + sinα c− ,

y = − sinα c+ + cosα c− ,

ctg(2α) = −ω
2

2
.Èç ðèñ. 1.5 âèäíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ Rec+ îñöèëëèðóåò, à íåñòà-áèëüíàÿ êîîðäèíàòà c− ïðèáëèæàåòñÿ ê ñâîåìó çíà÷åíèþ â òî÷êå ïåðåâàëàïîòåíöèàëà: c− → 0 ïðè t → +∞. Ìíèìàÿ ÷àñòü Imc− îñòàåòñÿ íåíóëåâîéïðè êîíå÷íûõ âðåìåíàõ. Çäåñü è êðîåòñÿ ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé íåâîçìîæíîîáíàðóæåíèå òàêèõ ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ: �èçè-÷åñêè çíà÷èìûå ðåøåíèÿ íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ äåéñòâèòåëüíîñòè ïðèñêîëü óãîäíî áîëüøèõ, íî êîíå÷íûõ âðåìåíàõ.1.6 Ïðîâåðêà êâàçèêëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ñðàâíåíèåì ñ òî÷íûìêâàíòîâîìåõàíè÷åñêèì ðåçóëüòàòîìÊâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü (1.3) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîâåðêèêâàçèêëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäà ǫ�ðåãóëÿðèçàöèè. Ìû íà-øëè ðåøåíèÿ ïîëíîãî ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà è ïîëíóþ âåðî-ÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ P(E,N), ïðèìåíÿÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ðàáîò [15, 16℄.Âû÷èñëåíèÿ áûëè âûïîëíåíû ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà g, à èìåí-íî, ïðè g2 = 0.01�0.1. Ïåðåõîäû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ñèëüíî ïîäàâ-ëåíû ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà g2. Ê ïðèìåðó, äëÿ g2 = 0.02 âåðîÿòíîñòü
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�èñ. 1.5. Ïîâåäåíèå ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ǫ = 0,
(E = 1.05, N = 0.43). Êîîðäèíàòû X, y ðàçëîæåíû ïî áàçèñó ñîáñòâåí-íûõ íàïðàâëåíèé ïîòåíöèàëà c+, c− â îêðåñòíîñòè ñ�àëåðîíà. Çàìåòèì, ÷òî
Imc+ = 0.òóííåëèðîâàíèÿ � âåëè÷èíà ïîðÿäêà e−14. ×òîáû ïðîâåðèòü êâàçèêëàññè÷å-ñêèé ðåçóëüòàò ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ, ìû âû÷èñëèëè ¾òî÷íóþ ýêñïîíåíòóïîäàâëåíèÿ¿ FQM(g2) ≡ −g2 logP äëÿ g2 = 0.09, 0.05, 0.03, 0.02, à çàòåì ýêñ-òðàïîëèðîâàëè çíà÷åíèå FQM â òî÷êó g2 = 0 ïîëèíîìàìè òðåòüåãî è ÷åòâåð-òîãî ïîðÿäêà ñ òî÷íîñòüþ 1%. Ïîëó÷åííîå â ðåçëüòàòå ýêñòðàïîëÿöèè çíà÷å-íèå FQM(g2 = 0) ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íîìó ïîäàâëåíèþ, è, òàêèì îáðàçîì,äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ïðàâèëüíûì êâàçèêëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì.Ìû ïðîâåëè ñðàâíåíèå â îáëàñòè E > Es = 1, ñì. ðèñ. 1.6. �åçóëüòà-òû, ïîëó÷åííûå ýêñòðàïîëÿöèåé ïîëíîãî êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà,ïîêàçàíû íà ðèñóíêå òî÷êàìè. Ëèíèè ñîîòâåòñòâóò çíà÷åíèÿì êâàçèêëàññè-÷åñêîé ýêñïîíåíòû F (E,N) â ïðåäåëå ǫ→ 0. Ìû âèäèì, ÷òî âî âñåé îáëàñòè
E > Ec êâàçèêëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì.
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�èñ. 1.6. Òóííåëüíàÿ ýêñïîíåíòà F (E,N) â îáëàñòè E > Es = 1. Ëèíèèïðåäñòàâëÿþò êâàçèêëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò, òî÷êè � ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûéèç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Ïîïåðå÷íûå ëèíèè ñîîòâåò-ñòâóþò ãðàíèöàì Eo(N), Ec(N).
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(a)

(á)

(â)
π

−π
0�èñ. 1.7. Ôàçà òóííåëüíîé êîîðäèíàòû X(t), ïîñòðîåííàÿ â ïëîñêîñòè êîì-ïëåêñíîãî âðåìåíè äëÿ òðåõ òî÷åê êðèâîé τ = 190, ϑ = 130. Òî÷êè (a), (á),(â) ãðà�èêà ñîîòâåòñòâóþò ǫ = ǫà = 0.01, ǫ = ǫá = 0.0048 è ǫ = ǫâ = 0.Àñèìïòîòèêè X → −∞ è X → +∞ ñîîòâåòñòâóþò arg(X) = π, 0. Êîíòóð

ABCD ïîêàçàí áåëîé ëèíèåé.



411.7 �åãóëÿðèçàöèÿ êëàññè÷åñêèõ íàäáàðüåðíûõ ðåøåíèéÏîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ðåãóëÿðèçàöèè ïîëó÷èòü ñåìåéñòâî êëàñ-ñè÷åñêèõ íàäáàðüåðíûõ ðåøåíèé, êîòîðîå ïîêðûâàåò âñþ êëàññè÷åñêè ðàç-ðåøåííóþ îáëàñòü íà÷àëüíûõ äàííûõ, âêëþ÷àÿ îêðåñòíîñòü ãðàíèöû E =

Eo(N). �åçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà èíòåðåñíû ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî�ïåðâûõ,îíè ïîêàçûâàþò ñàìîñîãëàñîâàííîñòü ìåòîäà: äëÿ ëþáîé òî÷êè ïëîñêîñòè
E�N , ãäå ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ (1.16) ðàâíà íóëþ, òåõíèêà ðåãóëÿðèçà-öèè ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êëàññè÷åñêîå íàäáàðüåðíîå ðåøåíèå. Âî�âòîðûõ,ïîñòðîåíèå ãðàíèöû Eo(N) ìîæåò áûòü èíòåðåñíî ñàìî ïî ñåáå. Êàê ïîêà-çàíî â ðàçäåëå 1.3, ëèíèþ Eo(N) ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ ðåøåíèÿçàäà÷è Êîøè äëÿ äàííûõ E, N , íàéäåííûå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîé�àçû îñöèëëÿòîðà. Îäíàêî, äëÿ ñèñòåì ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáî-äû ìåòîä ðàçäåëà 1.3 íåïðàêòè÷åí, òàê êàê äëÿ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè Eo(N)â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ äëÿ âñåõ òî÷åê ìíîãîìåðíîãî ïðî-ñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ. Â ðàáîòå [96℄ ðàçðàáîòàí âàðèàíò ìåòîäà ÌîíòåÊàðëî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû â êîíòåêñòå òåîðèè ïîëÿ. Íèæå èçëîæåíàëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä.Çàìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêèå íàäáàðüåðíûå ïåðåõîäû ñ çàäàííûìè ýíåðãè-åé è íà÷àëüíûì ÷èñëîì çàïîëíåíèÿ îñöèëëÿòîðà óäîâëåòâîðÿþò T/θ çàäà÷åñ T = θ = 0. Áåç ðåãóëÿðèçàöèè ìû íå ìîæåì äîñòè÷ü ¾êëàññè÷åñêè ðàçðå-øåííóþ¿ îáëàñòü ïëîñêîñòè E�N , òàê êàê äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïåðåñå÷üëèíèþ Eo(N), êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò òðàåêòîðèè, ñòðåìÿùèåñÿ ê âîçáóæ-äåííûì ñ�àëåðîíàì ïðè t → +∞. Îäíàêî, òàêèõ òðàåêòîðèé íå ñóùåñòâóåòñðåäè ðåøåíèé ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ ǫ. Òàêèìîáðàçîì, ïîñëå ðåãóëÿðèçàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ñ E > Eo(N), à çà-òåì ïîëó÷èòü êëàññè÷åñêèå íàäáàðüåðíûå ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è, óñòðå-ìèâ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ǫ, T , θ ê íóëþ.Ïî îïðåäåëåíèþ, êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííûå ïåðåõîäû ñîîòâåòñòâóþò F =
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0. Çíà÷èò, â ¾ðàçðåøåííîé¿ îáëàñòè ïëîñêîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ Fǫ(E,N) =

ǫf(E,N)+O(ǫ2). Âñëåäñòâèå �îðìóë (1.20), (1.21), çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ T è
θ òàêæå äîëæíû áûòü ïîðÿäêà ǫ: T = ǫτ(E,N), θ = ǫϑ(E,N), ãäå âåëè÷èíû
τ è ϑ ñâÿçàíû ñ ýíåðãèåé è ÷èñëîì çàïîëíåíèÿ îñöèëëÿòîðà ñëåäóþùèìèñîîòíîøåíèÿìè:

τ = −1

2
lim
ǫ→0

∂

∂E

Fǫ

ǫ
= − ∂

∂E
Tint(E,N) , (1.26)

ϑ = − lim
ǫ→0

∂

∂N

Fǫ

ǫ
= −2

∂

∂N
Tint(E,N) . (1.27)Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêèå íàäáàðüåðíûå ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â ïðåäåëå

ǫ → 0, ïðè τ ≡ T/ǫ = const, ϑ ≡ θ/ǫ = const. Ñåìåéñòâî íàäáàðüåðíûõðåøåíèé ïàðàìåòðèçóåòñÿ âåëè÷èíàìè τ , ϑ.�åøàÿ ðåãóëÿðèçîâàííóþ T/θ çàäà÷ó, ìû ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèåäëÿ äàííûõ E, N . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ǫ = 0 êëàññè÷åñêèõ íàäáàðüåðíûõðåøåíèé áîëüøå � îíè îáðàçóþò ñåìåéñòâî, ïàðàìåòðèçóåìîå íà÷àëüíîé �à-çîé îñöèëëÿòîðà ϕ. Çíà÷èò, â ïðåäåëå ǫ→ 0 âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîêëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ. ×òîáûïîíÿòü, ÷òî ýòî çà óñëîâèå, ðàññìîòðèì ðåãóëÿðèçîâàííûé �óíêöèîíàë
Fǫ[q] = F [q] + 2ǫTint[q], (1.28)ãäå q îáîçíà÷àåò âñå ïåðåìåííûå, îò êîòîðûõ çàâèñèò �óíêöèîíàë: ~x(t), ~x′(t),

T, θ. Ïðè E > Eo(N) íåðåãóëÿðèçàâàííûé �óíêöèîíàë F èìååò äîëèíó ýêñ-òðåìóìîâ qe(ϕ), ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì çíà÷åíèÿì íà÷àëüíîé �àçû îñöèë-ëÿòîðà ϕ. Ïðè ìàëûõ ǫ ýêñòðåìóì Fǫ áëèçîê ê òî÷êå ýòîé äîëèíû, ñîîòâåò-ñòâóþùåé ýêñòðåìóìó Tint[q
e(ϕ)]:
d

dϕ
Tint[q

e(ϕ)] = 0 . (1.29)Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå qe
ǫ ðåãóëÿðèçîâàííîé T/θ çàäà÷è ñòðåìèòñÿ ê íàäáà-ðüåðíîìó êëàññè÷åñêîìó ðåøåíèþ, ïîëó÷åííîìó ýêñòðåìèçàöèåé Tint ïî íà-÷àëüíîé �àçå îñöèëëÿòîðà. Òàê êàê Tint[q

e(ϕ)] � ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ,



43èìåþùàÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ìèíèìóì, òåõíèêà ðåãóëÿðèçàöèè ïîçâîëÿåòíàéòè ðåøåíèå ñ ìèíèìàëüíûì Tint.Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ÿñíî, ÷òî ïîäìíîæåñòâî êëàññè÷å-ñêèõ íàäáàðüåðíûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ðåãóëÿðèçàöèè,ïîêðûâàåò îêðåñòíîñòü ãðàíèöû Eo(N). Ïðè ïðèáëèæåíèè òî÷êè (E, N) êãðàíèöå ñ ¾êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííîé¿ ñòîðîíû E�N ïëîñêîñòè, ìèíèìàëü-íîå âðåìÿ, êîòîðîå ðåøåíèÿ ïðîâîäÿò â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ, ñòðåìèòñÿê áåñêîíå÷íîñòè. Èç ñîîòíîøåíèé (1.26), (1.27) ñëåäóåò, ÷òî τ è ϑ ñòðåìÿòñÿ êáåñêîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòüòî÷êó ãðàíèöû, ñëåäóåò âçÿòü äîïîëíèòåëüíûé ïðåäåë:
(

E0(N), N
)

= lim
τ/ϑ=const

τ→+∞

(

E(τ, ϑ), N(τ, ϑ)
)

. (1.30)�àçíûå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ T/θ ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì òî÷êàì ëèíèè
Eo(N). Ñîîòíîøåíèå (1.30) ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü �óíêöèþ Eo(N) íå ïðèìåíÿÿñëîæíûõ ìåòîäîâ Ìîíòå Êàðëî.Ìû ïðîâåðèëè ïðèâåäåííóþ âûøå ïðîöåäóðó ÷èñëåííî. Ìû óáåäèëèñü,÷òî ïðåäåë ǫ → 0 ñóùåñòâóåò, à çíà÷åíèÿ E, N äåéñòâèòåëüíî ñòðåìÿò-ñÿ ê òî÷êå íà E�N ïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé íàäáàðüåðíîìó ïåðåõî-äó. Íà ðèñóíêå 1.7 ïîêàçàíà �àçà òóííåëüíîé êîîðäèíàòû X(t), ïîñòðîåí-íàÿ â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî âðåìåíè äëÿ òðåõ òî÷åê (a), (á), (â) êðèâîé
τ ≡ T/ǫ = 190, ϑ ≡ θ/ǫ = 130. Òî÷êà (a) ëåæèò ãëóáîêî âíóòðè ¾òóííåëüíîé¿îáëàñòè, Eà < Ec(Nà), òî÷êå (â) ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå ñ T = 0, θ = 0, ǫ = 0,òî÷êà (á) ëåæèò ïðèìåðíî ïîñåðåäèíå êðèâîé. Òî÷êè âåòâëåíèÿ ðåøåíèÿ7,ðàçðåçû è êîíòóð õîðîøî âèäíû íà ðèñóíêàõ.Îòìåòèì, ÷òî ðàñïîëîæåííûå ñëåâà òî÷êè âåòâëåíèÿ äâèæóòñÿ âíèç ïðèïðèáëèæåíèþ ê íóëþ ïàðàìåòðîâ T , θ. Ëåâûå ñèíãóëÿðíîñòè ðåøåíèé, äîñòà-òî÷íî áëèçêèõ ê ãðàíèöå Eo(N), ðàñïîëîæåíû â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, ñì.7Ôàçà òóííåëüíîé êîîðäèíàòû ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà π ïðè îáõîäå âîêðóã òî÷êè âåòâëåíèÿ. Òî÷êè, ïðèîáõîäå âîêðóã êîòîðûõ �àçà ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà 2π, ñîîòâåòñòâóþò íóëÿì X(t).



44ðèñ. 1.7. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòóð ìîæåò áûòü íåïðåðûâíîïåðåâåäåí â äåéñòâèòåëüíóþ îñü áåç ïåðåñå÷åíèÿ ñèíãóëÿðíîñòåé ðåøåíèÿ.Èñïîëüçóÿ ðåãóëÿðèçîâàííóþ T/θ çàäà÷ó, ìîæíî ïðèáëèçèòüñÿ ê ãðàíèöå
Eo(N) ñ äâóõ ñòîðîí. Òî÷êè ãðàíèöû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç òóííåëüíûõðåøåíèé â ïðåäåëå T → 0, T/θ = const, è èç êëàññè÷åñêèõ íàäüáàðüåðíûõâ ïðåäåëå τ → +∞, τ/ϑ = const. Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ τ ∗ ≡ τ/ϑ = T/θ,ëèíèè τ ∗ = const íåïðåðûâíû íà ãðàíèöå Eo(N), õîòü è ìîãóò èìåòü ñêà÷îêïðîèçâîäíîé.Ñóììèðóÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïåðåõîäû ñâÿçàí-íîé ñèñòåìû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, îáðàçóþò òðè âåòâè, êîòîðûå ïå-ðåñåêàþòñÿ ïðè E = Ec(N), E = Eo(N). �åøåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå ê ðàç-ëè÷íûì âåòâÿì, ñîîòâåòñòâóþò �èçè÷åñêè ðàçíûì ìåõàíèçìàì ïåðåõîäà. �å-øåíèÿ ñ E < Ec(N) îïèñûâàþò ïîòåíöèàëüíîå òóííåëèðîâàíèå; â ïðîìåæó-òî÷íîé îáëàñòè Ec(N) < E < Eo(N) �èçè÷åñêè çíà÷èìûå ðåøåíèÿ ñîîò-âåòñòâóþò ïåðåõîäàì ñ îáðàçîâàíèåì âîçáóæäåííûõ ñ�àëåðîíîâ. Ñòðóêòóðàâåòâåé ðåøåíèé ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.6à, ãäå ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü ïåðèîäà
T = −∂F/∂(2E) îò ýíåðãèè ïðîöåññà ïðè N = 0.1. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òîêà÷åñòâåííàÿ ñòðóêòóðà âåòâåé êâàçèêëàññè÷åàñêèõ ðåøåíèé â çàäà÷å î òóí-íåëèðîâàíèè ñâÿçàííîé ñèñòåìû ïîõîæà íà ñòðóêòóðó êâàçèêëàññè÷åñêèõ ðå-øåíèé, îïèñûâàþùèõ îäíîìåðíîå òóííåëèðîâàíèå (ñì. Ïðèëîæåíèå A), êî-òîðàÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.6á. Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé òàêæå ïîõîæè,õîòÿ ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïåðåõîä íà âåðøèíó áàðüåðà, â îäíîìåðíîì ñëó-÷àå âûðîæäåíû ïî ýíåðãèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, íåèíòåðåñíû.



45
òóííåëèðîâàíèå

îòðàæåíèå íàäáàðüåðíûéïåðåõîä
îòðàæåíèåòóííåëèðîâàíèåíà ñ�àëåðîí

0

0.5

1

1.5

Tc

2

1.0 Ec(N=0.1) 1.2 1.3 Eo(N=0.1) 1.5 1.6

T

E(à)òóííåëèðîâàíèå
îòðàæåíèå íàäáàðüåðíûéïåðåõîä

îòðàæåíèåòóííåëèðîâàíèåíà ñ�àëåðîí
6

TS

2

0

1.2ES = 10.8

T

E(á)�èñ. 1.8. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà T = −∂F/∂(2E) îò ýíåðãèè äëÿ (à) ìîäåëèñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïðè N = 0.1 è (á) îäíîìåðíîé ìîäåëè (ñì. Ïðèëî-æåíèå A). Ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì âåòâÿì ðåøåíèé T/θ çàäà÷è. Âåòâè,ïîäïèñàííûå ¾îòðàæåíèå¿, îêàí÷èâàþòñÿ ñ íåïðàâèëüíîé ñòîðîíû áàðüåðà.Íà ðèñóíêå (á) ïîêàçàíà òàêæå ëèíèÿ ñ ǫ 6= 0.



46�ëàâà 2Èíäóöèðîâàííîå òóííåëèðîâàíèå â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ïðèâûñîêèõ ýíåðãèÿõ2.1 Ìîäåëü ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñî âçàèìîäåéñòâèåì íà ãðàíèöåÂ ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðåòèêî�ïîëåâàÿ ìîäåëü, äëÿ êîòîðîé ìîæíîâû÷èñëèòü ýêñïîíåíòó ïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà èíäóöèðîâàííîãî òóííåëèðîâà-íèÿ ïðè âñåõ ýíåðãèÿõ ñòîëêíîâåíèÿ. Ìîäåëü îïèñûâàåò ñâîáîäíîå ñêàëÿðíîåïîëå â (1+1)�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè íà ïîëóïðÿìîé x > 0. Äåéñòâèåìîäåëè èìååò âèä
S =

1

2

∫

dt

∞
∫

0

dx
[

(∂µφ)2 −m2φ2
]

− µ

g2

∫

dt [1 − cos(gφ(t, 0))] . (2.1)Âòîðîé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëèçîâàííîìó íà ãðàíèöå x = 0 âçàèìîäåé-ñòâèþ, õàðàêòåðíûé ýíåðãåòè÷åñêèé ìàñøòàá êîòîðîãî ðàâåí µ. Ìàññà mââåäåíà â êà÷åñòâå èí�ðàêðàñíîãî ðåãóëÿòîðà; ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åå çíà-÷åíèå ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàñøòàáîì µ. Íèæå ìû ïîëó÷àåì âñå ðåçóëüòàòûâ ïðåäåëå m→ 0, òàê êàê ìàëàÿ ìàññà îêàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííîé äëÿ êâà-çèêëàññè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ.Áåçìàññîâàÿ âåðñèÿ ìîäåëè (2.1) ñ ðàçíûìè èí�ðàêðàñíûìè ðåãóëÿòî-ðàìè ðàññìàòðèâàëàñü è ðàíåå. Â �èçèêå êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îíàèñïîëüçîâàëàñü äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ â êâàíòîâûõ ïðîâîäàõ [97℄ è öåïåéÄæîçå�ñîíà ñ äå�åêòàìè [98℄. Â ðàáîòàõ [99�101℄ ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü ÿâëÿ-åòñÿ òî÷íî ðåøàåìîé ïðè ñïåöèàëüíîì çíà÷åíèè êîíñòàíòû ñâÿçè g =
√

2π.Íàêîíåö, â ðàáîòå [102℄ óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ìîäåëü (2.1) ïðè m = 0, ðàñìàòðè-âàåìàÿ êàê ïðåäåë êðàåâîé ìîäåëè ¾ñèíóñ��îðäîí¿, èíòåãðèðóåìà ïðè ëþáûõçíà÷åíèÿõ g.Ìîäåëü (2.1) îáëàäàåò íàáîðîì ñòàòè÷åñêèõ ðåøåíèé, îïðåäåëÿìûõ çíà÷å-íèåì ïîëÿ â òî÷êå x = 0. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïîïðàâîê ïîðÿäêà m/µ, �îðìà ýòèõ



47ðåøåíèé òàêîâà: çíà÷åíèå ïîëÿ íà ãðàíèöå íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ìèíèìóìîâêðàåâîãî ïîòåíöèàëà, φ(n)
0 = 2πn/g, n = 1, 2, . . . , à ïðè x > 0 ïîëå ìåäëåííîïàäàåò âñëåäñòâèå ïðèñóòñòâèÿ íåíóëåâîé ìàññû:

φ
(n)
sol (x) = φ

(n)
0 e−mx .Ýòè ðåøåíèÿ ëîêàëèçîâàíû âáëèçè ãðàíèöû x = 0, ïîýòîìó åñòåñòâåííî íà-çûâàòü èõ ¾êðàåâûìè ñîëèòîíàìè¿. Ìàññû ñîëèòîíîâ

M (n) =
2π2n2

g2
m (2.2)îòíîñèòåëüíî íåâåëèêè, òàê êàê îíè ïðîïîðöèîíàëüíû ìàññå ïîëÿ m.Äàëåå ìû èçó÷àåì ïðîöåññ ðîæäåíèÿ ïåðâîãî ñîëèòîíà (φ(1)

0 = 2π/g)ïðè ñòîëêíîâåíèè ÷àñòèöû (èëè ïó÷êà ÷àñòèö) ñ ãðàíèöåé1, ïðåäïîëàãàÿ,÷òî ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ñèëüíî ïðåâûøàåò ìàññó ñîëèòîíà. Äëÿ íà÷àëà, ðàñ-ñìîòðèì êëàññè÷åñêèé àíàëîã ýòîãî ïðîöåññà, ò.å. ðîæäåíèå ñîëèòîíà ïðèñòîëêíîâåíèè ñ ãðàíèöåé êëàññè÷åñêîãî âîëíîâîãî ïàêåòà. ßñíî, ÷òî êëàññè-÷åñêîå ðîæäåíèå ïðîèñõîäèò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýíåðãèÿ âîëíîâîãîïàêåòà ïðåâûøàåò íåêîòîðóþ ïîðîãîâóþ ýíåðãèþ Es ≫M (1). Äåéñòâèòåëüíî,ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå φ(t, 0) êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ðîæäåíèåñîëèòîíà, äîëæíî ìåíÿòüñÿ îò 0 äî 2π/g çà âðåìÿ êëàññè÷åñêîé ýâîëþöèè.Çíà÷èò, â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè äîëæåí äîñòèãàòüñÿ ìàêñèìóì êðàåâî-ãî ïîòåíöèàëà φ(s)
0 = π/g, ïîýòîìó êëàññè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äîëæíà ïðåâûøàòüâûñîòó ïîòåíöèàëà

Es =
2µ

g2
. (2.3)Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ëþáîå ñîñòîÿíèå, ñîäåðæàùåå êðàåâîé ñîëèòîí, îòäåëåíîîò âàêóóìà ïîòåíöèàëüíûì áîðüåðîì. Íåñòàáèëüíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ êîí�èãó-ðàöèÿ (ñ�àëåðîí), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåäëîâîé òî÷êå �óíêöèîíàëà ýíåðãèè,1Åñëè m = 0, è ìîäåëü êàêèì-òî îáðàçîì ðåãóëÿðèçîâàíà â èí�ðàêðàñèè, ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûåêîí�èãóðàöèè φ(n)(x) = φ

(n)
0 ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè âàêóóìàìè ìîäåëè. Â ýòîì ñëó÷àå íàøè ðåçóëüòàòûîïèñûâàþò èíäóöèðîâàííûå ïåðåõîäû ìåæäó ðàçíûìè âàêóóìàìè.



48èìååò â íàøåé ìîäåëè òó æå ýêñïîíåíöèàëüíóþ �îðìó, ÷òî è ñîëèòîíû:
φs =

π

g
e−mx .Ýíåðãèÿ ñ�àëåðîíà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (2.3), îïÿòü ñ òî÷íîñòüþ äî ïî-ïðàâîê ïîðÿäêà m/µ.Ìû âèäèì, ÷òî ïðîöåññ ðîæäåíèÿ ñîëèòîíà ïðè ñòîëêíîâåíèè ÷àñòèöû ñïðîñòðàíñòâåííîé ãðàíèöåé êëàññè÷åñêè çàïðåùåí, è, ñëåäîâàòåëüíî, ýêñïî-íåíöèàëüíî ïîäàâëåí ïðè ýíåðãèÿõ íèæå Es. Âîïðîñ â òîì, ÷òî ïðîèñõîäèòïðè ðîñòå ýíåðãèè. Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû âû÷èñëÿåì âåðîÿòíîñòü Pðîæäåíèÿ ñîëèòîíà ïðè ñòîëêíîâåíèè âûñîêîýíåðãè÷íîé ÷àñòèöû ñ ãðàíèöåé.Â ãëàâíîì êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ýòà âåðîÿòíîñòü èìååò ýêñïîíåí-öèàëüíóþ �îðìó (2); äàëåå ìû âû÷èñëÿåì ãëàâíóþ êâàçèêëàññè÷åñêóþ ýêñ-ïîíåíòó F (E/Es). Èñïîëüçîâàíèå êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ îïðàâ-äàíî ïî ñëåäóþùèì ñîîáðàæåíèÿì. Ïîñëå çàìåíû φ → φ/g äåéñòâèå (2.1)ñòàíîâèòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî 1/g2. Òàêèì îáðàçîì, g2 èãðàåò ðîëü êîíñòàíòûÏëàíêà, è ñëó÷àé g ≪ 1 ñîîòâåòñòâóåò êâàçèêëàññè÷åñêîé ñèòóàöèè.2.2 T/θ çàäà÷à2.2.1 Îáùàÿ �îðìóëèðîâêà Ïðèâåäåì îáùóþ �îðìóëèðîâêó êâà-çèêëàññè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è, èñïîëüçóåìîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíî-ñòè (3) òóííåëèðîâàíèÿ èç N� ÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé. Ïðèâåäåííàÿ íèæå çà-äà÷à (ñì. âûâîä â ðàáîòå [66℄), ïîõîæà íà çàäà÷ó, èñïîëüçîâàííóþ íàìè âãëàâå 1. Çàäà÷à �îðìóëèðóåòñÿ íà êîíòóðå ABCD â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãîâðåìåíè (ñì. ðèñ. 1), âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ êîòîðîãî âûïîëíåíû êëàññè÷åñêèåóðàâíåíèÿ ïîëÿ:

(∂2
t − ∂2

x +m2)φ = 0, x > 0 , (2.4a)
∂xφ = µ sinφ, x = 0 . (2.4b)



49¾Ïðîäîëæèòåëüíîñòü¿ T åâêëèäîâîé ýâîëþöèè ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì êðàå-âîé çàäà÷è. Óðàâíåíèÿ ïîëÿ (2.4a), (2.4b) äîïîëíåíû óñëîâèÿìè â àñèìïòî-òè÷åñêèõ ïðîøëîì è áóäóùåì (÷àñòè A è D êîíòóðà). À èìåííî, ïîëå φ(t, x)äîëæíî áûòü äåéñòâèòåëüíî ïðè t→ +∞:
Im φ→ 0 ïðè t→ +∞ . (2.4
)Â íà÷àëå ýâîëþöèè ïîëå ëèíåàðèçîâàíî îêîëî âàêóóìà φ = 0:

φ(t′ + iT, x)

∣

∣

∣

∣

∣

t′→−∞
=

1

(2π)1/2

∫

dk√
2ωk

(

fke
−iωkt

′+ikx + g∗ke
iωkt′−ikx

)

. (2.4d)Êðàåâîå óñëîâèå â ÷àñòè A êîíòóðà ñâÿçûâàåò ïîëîæèòåëüíî� èîòðèöàòåëüíî� ÷àñòîòíûå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ:
fk = e−θgk . (2.4e)Ñìûñë óñëîâèÿ (2.4e) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â ïðåäåëå θ → +∞ îíî ñîâïàäà-åò ñ �åéíìàíîâñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, è, òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóåòñîñòîÿíèþ ñ êâàçèêëàññè÷åñêè ìàëûì êîëè÷åñòâîì ÷àñòèö. Êîíå÷íîå θ ñîîò-âåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ ñ íåíóëåâûìN , òóííåëèðîâàíèå èç êîòîðîãîïðîèñõîäèò ñ íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ.Äëÿ ëþáûõ çàäàííûõ íàïåðåä çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ T , θ ñóùåñòâóåòåäèíñòâåííîå êîìïëåêñíîå ðåøåíèå φ(t, x;T, θ), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíè-ÿì (2.4a)� (2.4e). Ñîîòâåòñòâóþùèå åìó çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è íà÷àëüíîãî ÷èñëà÷àñòèö âû÷èñëÿþòñÿ ïî çíàêîìûì �îðìóëàì:

E =

∫

dk ωkfkg
∗
k , (2.5a)

N =

∫

dk fkg
∗
k . (2.5b)Âåëè÷èíû E è N ìîãóò òàêæå áûòü ïîëó÷åíû àëüòåðíàòèâíûì ìåòîäîì, ñïîìîùüþ äè��èðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì T è θ:

E =
∂

∂T
ImS(T, θ) , N = 2

∂

∂θ
ImS(T, θ) , (2.6)
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S =

1

2

∫

dt

∫ ∞

0

dx [−φ∂2
0φ− (∂xφ)2 −m2φ2] − µ

∫

dt (1 − cosφ(t, 0)) (2.7)îáîçíà÷àåò äåéñòâèå ìîäåëè2, ïðîèíòåãðèðîâàííîå ïî ÷àñòÿì è âû÷èñëåííîåâäîëü êîíòóðà ABCD. Ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà ñâÿçàíà ñ äåéñòâèåì�îðìóëîé:
F (E,N) = 2ImS −Nθ − 2ET . (2.8)Íèæå ìû íàçûâàåì çàäà÷ó (2.4) ¾T/θ çàäà÷åé¿, à åå �èçè÷åñêè çíà÷èìûåðåøåíèÿ � ¾θ� èíñòàíòîíàìè¿.Ñâîéñòâà ðåøåíèé êâàçèêëàññè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è, îòìå÷åííûå â ðàç-äåëå 1.2, íàáëþäàþòñÿ è â ïîëåâûõ ìîäåëÿõ. Â ÷àñòíîñòè, íå âñå ðåøåíèÿçàäà÷è (2.4) èíòåðïîëèðóþò ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ïåðòóðáàòèâ-íûìè âîçáóæäåíèÿìè íàä âàêóóìîì è ñîëèòîíîì. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìûïåðå÷èñëèì äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿò âûäåëèòü �èçè-÷åñêè çíà÷èìûå ðåøåíèÿ.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ðåøåíèå φ(t, x) ìîæíî ïðîäîëæèòü àíàëèòè÷åñêè âïëîñêîñòü êîìïëåêñíîãî âðåìåíè, è äå�îðìèðîâàòü òàêèì îáðàçîì êîíòóð

ABCD, íå èçìåíÿÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà (2.8) äëÿ ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ.Ïðè äå�îðìàöèè êîíòóðà, îäíàêî, ñëåäóåò èçáåãàòü ïåðåñå÷åíèÿ ñèíãóëÿð-íîñòåé ðåøåíèÿ, êîòîðûå ïîêàçàíû äâîéíûìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 1. Íèæå íàìáóäåò óäîáíî íå �èêñèðîâàòü �îðìó êîíòóðà. Âìåñòî ýòîãî, ìû èùåì ðå-øåíèå φ(t, x), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèÿì (2.4a), (2.4b) âî âñåé ïëîñêîñòèêîìïëåêñíîãî âðåìåíè, ñ óñëîâèÿìè (2.4
) è (2.4e), íàëîæåííûìè â àñèìï-òîòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ A è D ïëîñêîñòè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî ïîäõîäà,îäíàêî, ñëåäóåò óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå îáëàñòè A è D ìîãóòáûòü ñîåäèíåíû êîíòóðîì, íå ïåðåñåêàþùèì ñèíãóëÿðíîñòåé ðåøåíèÿ.Íàêîíåö, îáñóäèì ÷àñòíûå ñëó÷àè êðàåâîé çàäà÷è (2.4). Ñëó÷àé θ = 0 ñî-îòâåòñòâóåò ðåøåíèÿì, ïåðèîäè÷íûì â åâêëèäîâîì âðåìåíè. Òàêèå ðåøåíèÿ2Çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì ïåðåìåñøòàáèðîâàííîå äåéñòâèå, êîòîðîå íå çàâèñèò ÿâíî îò êîíñòàíòûñâÿçè g.



51íàçûâàþòñÿ ¾ïåðèîäè÷åñêèìè èíñòàíòîíàìè¿, ìû âñòðå÷àëèñü ñ íèìè â ðàç-äåëå 1.4. Â ãëàâå 3 ìû íàõîäèì ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå T = 0. Íàñêîëüêîíàì èçâåñòíî, òàêèå ðåøåíèÿ åùå íå ðàññìàòðèâàëèñü. Ìû íàçûâàåì èõ ¾èí-ñòàíòîíàìè äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè¿, òàê êàê êîíòóð ABCD íå ñîäåðæèòåâêëèäîâîé ÷àñòè â ýòîì ñëó÷àå.2.2.2 Èñïîëüçîâàíèå îñîáåííîñòåé ìîäåëè Ïåðåïèøåì îáùóþ
T/θ çàäà÷ó (2.4) â âèäå, óäîáíîì äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé â ìîäåëè (2.1). Êëþ-÷åâûì íàáëþäåíèåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà èçìåíåíèÿèñêîìûõ ðåøåíèé � âåëè÷èíà ïîðÿäêà µ≫ m. Òàêèì îáðàçîì, ÷ëåíîì m2φ âóðàâíåíèè (2.4a) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèøåìâ âèäå:

φ(t, x) = φi(t+ x) + φf(t− x), (2.9)ãäå φi è φf � íàëåòàþùèé è âûëåòàþùèé âîëíîâûå ïàêåòû. Îíè ñâÿçàíûêðàåâûì óðàâíåíèåì (2.4b):
φ′i(z) − φ′f(z) = µ sin (φi(z) + φf(z)), (2.10)ãäå ìû çàìåíèëè t êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z. Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü φi,

φf êàê àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè z, è ïåðå�îðìóëèðîâàòü îñòàâøèåñÿ óðàâíå-íèÿ, (2.4
) è (2.4e), â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî z.�àññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêîå áóäóùåå, t → +∞ (îáëàñòü D íà ðèñ. 1). Âýòîì ñëó÷àå ïîëå φ(t, x) ïðåäñòàâëåíî âûëåòàþùèì âîëíîâûì ïàêåòîì φf(t−
x), àðãóìåíò z = t−x êîòîðîãî ïðîáåãàåò äåéñòâèòåëüíóþ îñü ïðè èçìåíåíèè
x îò 0 äî +∞. Ïîýòîìó óñëîâèå (2.4
) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî âèäå

Im φf(z) = 0, êîãäà z ∈ R . (2.11)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðîøëîì t → −∞ + iT (îáëàñòü Aðèñóíêà) ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî íàëåòàþùåé âîëíîé φi(t+ x). Â ýòîì ñëó÷àåàðãóìåíò �óíêöèè φi(z) áåæèò âäîëü ëèíèè Im z = T ïðè x ∈ [0,+∞). Òàêèì



52îáðàçîì, óñëîâèå (2.4e) äîëæíî áûòü ñ�îðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ �óíêöèè
φi. À èìåííî, âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Ôóðüå äëÿ �óíêöèè φi âäîëüëèíèè Im z = T :

φi(z) =

∫

dk φi(k)e
ik(z−iT ) =

∫

k>0

dk
{

φi(k)e
ik(z−iT ) + φi(−k)e−ik(z−iT )

}

.(2.12)Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (2.12) è (2.4d) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ íàëåòàþùåé âîëíû
z = t′ + iT + x, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîëîæèòåëüíî� è îòðèöàòåëüíî� ÷àñòîòíûåàìïëèòóäû f−k è g∗−k ïðîïîðöèîíàëüíû φi(−k) è φi(k), k > 0 ñîîòâåòñòâåííî.Óñëîâèå (2.4e) ïðèíèìàåò âèä

φi(−k) = e−θ[φi(k)]
∗ , k > 0.Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ φi ïðåäñòàâèìà â âèäå

φi(z) = χ(z − iT ) + e−θ[χ(z∗ + iT )]∗, (2.13)ãäå �óíêöèÿ
χ(z) =

∫ ∞

0

dk φi(k)e
ikz (2.14)ðåãóëÿðíà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ñâîåãî êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà. Óñëî-âèå (2.13) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëüòåðíàòèâíóþ �îðìóëèðîâêó êðàåâîãî óñëî-âèÿ (2.4e).Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê íà÷àëüíîå ÷èñëî ÷àñòèö � êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà, íàëå-òàþùèé âîëíîâîé ïàêåò äîëæåí áûòü ëîêàëèçîâàí â ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó

φi(z) → 0 , z → ±∞ + iT . (2.15)[Óñëîâèå (2.15) íàðóøàåòñÿ â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ èíñòàíòîíîâ, ñì. ðàç-äåë 2.3.℄ Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî T/θ çàäà÷à ïðåäñòàâëåíà óðàâíåíèÿìè (2.10),(2.11), (2.13), êîòîðûå �îðìóëèðóþòñÿ â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî z.×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèå ïðèâåäåííîé âûøå çàäà÷è äåéñòâè-òåëüíî îïèñûâàåò ðîæäåíèå êðàåâîãî ñîëèòîíà, ñëåäóåò ïðîâåðèòü, ÷òî çíà-÷åíèå, ïðèíèìàåìîå ïîëåì íà ãðàíèöå x = 0, èìååò ïðàâèëüíûå àñèìïòîòèêè



53â íà÷àëå è â êîíöå ïðîöåññà. À èìåííî, â ñëó÷àå ïðÿìîãî òóííåëèðîâàíèÿâ ñîëèòîííûé ñåêòîð φ(t, 0) äîëæíî ìåíÿòüñÿ îò 0 äî 2π êîãäà t ïðîáåãà-åò êîíòóð ABCD. Â ðàçäåëå 2.5 ìû èññëåäóåì êîí�èãóðàöèè, îïèñûâàþùèåðîæäåíèå ñ�àëåðîíà ïðè t → +∞. Â ýòîì ñëó÷àå φ(t, 0) èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî
π. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

φi(z) + φf(z) → 0 ïðè z → −∞ + iT, (2.16a)
φi(z) + φf(z) → 2π èëè π ïðè z → +∞. (2.16b)Íàêîíåö, çàéìåìñÿ âîïðîñîì ñóùåñòâîâàíèÿ âðåìåííîãî êîíòóðà, ñîåäè-íÿþùåãî àñèìïòîòè÷åñêèå îáëàñòè A è D (ñì. ðèñ. 1). Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿñèíãóëÿðíîñòü zs
i �óíêöèè φi(z) ñîîòâåòñòâóåò öåëîé ïîëóïðÿìîé ñèíãóëÿð-íîñòåé ts = zs

i − x â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî âðåìåíè, ïðîâåäåííîé âëåâî îòòî÷êè zs
i ïàðàëëåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè, ñì. ðèñ. 1. Òàêèì îáðàçîì, êîíòóðâ êîìïëåêñíîì âðåìåíè äîëæåí ïðîõîäèòü ñïðàâà îò âñåõ ñèíãóëÿðíîñòåé�óíêöèè φi(t + x) èç ïîëîñû Imt ∈ [0, T ]. �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìû çà-êëþ÷àåì, ÷òî âñå ñèíãóëÿðíîñòè �óíêöèè φf(t − x) â ýòîé ïîëîñå äîëæíûðàñïîëîãàòüñÿ ñïðàâà îò êîíòóðà. ßñíî, ÷òî óäîâëåòâîðÿþùèé ïåðå÷èñëåí-íûì óñëîâèÿì êîíòóð âñåãäà ìîæåò áûòü íàéäåí, åñëè, êîíå÷íî, ñèíãóëÿðíî-ñòè �óíêöèé φi(t + x) è φf(t − x) íå ñîâïàäàþò. Â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé zýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèíãóëÿðíîñòè íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî âîëíîâûõ ïàêåòîâ

φi(z) è φf(z) äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû â ðàçíûõ òî÷êàõ. Çàìåòèì, ÷òî ýòîóñëîâèå íåòðèâèàëüíî, òàê êàê �óíêöèè φi è φf ñâÿçàíû äè��èðåíöèàëüíûìóðàâíåíèåì (2.10).Çàïèøåì �îðìóëó (2.7) äëÿ äåéñòâèÿ â òåðìèíàõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ:
S =

∫

C
dz

{

1

2
(φi + φf)(φ

′
i − φ′f) − µ(1 − cos(φi + φf))

}

. (2.17)Çäåñü êîíòóð C äîëæåí ñîåäèíÿòü àñèìïòîòè÷åñêèå îáëàñòè z → −∞ + iT è
z → +∞, òàê, ÷òî âñå ñèíãóëÿðíîñòè �óíêöèé φi è φf â ïîëîñå Imz ∈ [0, T ]äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû ñëåâà è ñïðàâà îò íåãî ñîîòâåòñòâåííî.



542.3 Ïåðèîäè÷åñêèå èíñòàíòîíûÂ ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì ïåðèîäè÷åñêèå èíñòàíòîíû � ðåøåíèÿ êðà-åâîé çàäà÷è (2.4) ïðè θ = 0. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî â ìîäåëè (2.1) ïåðèîäè÷åñêèåèíñòàíòîíû ìîãóò áûòü íàéäåíû òî÷íî.Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ïîëåâîãî óðàâíåíèÿ (2.10), êîòîðîåìîæíî áûëî áû íàçâàòü èíñòàíòîíîì:
φi = i ln

[

µ

2

(

z +
1

µ

)]

, φf = −i ln
[

µ

2

(

z − 1

µ

)]

. (2.18)Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëåâàÿ êîí�èãóðàöèÿ φ (ñì. óðàâíåíèå (2.9)) äåéñòâè-òåëüíà íà åâêëèäîâîé îñè âðåìåíè t = −iτ è ñòðåìèòñÿ ê 0, 2π ïðè τ → −∞,
τ → +∞. Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâà êîí�èãóðàöèè (2.18) ñîâïàäàþò ñ òåìè,êîòîðûå îæèäàþòñÿ îò èíñòàíòîíà, îïèñûâàþùåãî òóííåëèðîâàíèå ìåæäóðàçíûìè âàêóóìàìè. Îäíàêî, åâêëèäîâî äåéñòâèå ðåøåíèÿ (2.18) ðàñõîäèòñÿëîãàðè�ìè÷åñêè, è ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî òóííåëèðîâàíèå ïðè íóëåâîéýíåðãèè â ìîäåëè (2.1) îòñóòñòâóåò. Êîí�èãóðàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èçìåíåíèåìîáùåãî çíàêà ðåøåíèÿ (2.18), òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé ïîëÿ. Ìûíàçûâàåì åå àíòèèíñòàíòîíîì.Òî÷íûé ïåðèîäè÷åñêèé èíñòàíòîí â íàøåé ìîäåëè ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè, èñïîëüçîâàâøåéñÿ ðàíåå äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèéâ îáëàñòè íèçêèõ ýíåðãèé [66, 73, 74℄. �àññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ öåïî÷êó÷åðåäóþùèõñÿ èíñòàíòîíîâ è àíòèèíñèàíòîíîâ3:

φi =
3π

2
+

∞
∑

n=−∞

(

i ln

[

µ

2

(

z + x0 − i
T

2
− i2Tn

)]

−

−i ln
[

µ

2

(

z + x0 + i
T

2
− i2Tn

)])

, (2.19a)
φf =

π

2
+

∞
∑

n=−∞

(

−i ln
[

µ

2

(

z − x0 − i
T

2
− i2Tn

)]

+

+i ln

[

µ

2

(

z − x0 + i
T

2
− i2Tn

)])

. (2.19b)3Êîíñòàíòû 3π/2 è π/2 â äîáàâëåíû â öåïî÷êó (2.19) äëÿ óäîáñòâà.



55Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèè φi, φf , ïðåäñòàâëåííûå âûðàæåíèÿìè (2.19),äåéñòâèòåëüíû âäîëü ïðÿìûõ Imz = 0, Imz = T , òàê ÷òî óñëîâèÿ (2.11), (2.13)âûïîëíåíû ïðè θ = 0. Çàìåòèì, ÷òî (àíòè)èíñòàíòîíû â öåïî÷êå (2.19) ìîäè-�èöèðîâàíû ñ ïîìîùüþ äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà x0, êîòîðûé áóäåò îïðå-äåëåí èç óðàâíåíèÿ (2.10). Èñïîëüçóÿ �îðìóëó ðàçëîæåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãîñèíóñà â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (ñì., ê ïðèìåðó [103℄, �îðìóëà 1.431.2),âûïîëíèì ñóììèðîâàíèå â óðàâíåíèè (2.19):
φi =

3π

2
+ i ln





sh
(

π(z+x0)
2T − iπ4

)

sh
(

π(z+x0)
2T

+ iπ
4

)



 , (2.20)
φf =

π

2
− i ln





sh
(

π(z−x0)
2T − iπ4

)

sh
(

π(z−x0)
2T

+ iπ
4

)



 .Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà (2.20) ïðîõîäèò ÷åðåç óðàâíåíèå (2.10),åñëè x0 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
µT

π
tanh

(πx0

T

)

= 1 .Âû÷èñëèì ìíèìóþ ÷àñòü äåéñòâèÿ, âûáðàâ ïðåäâàðèòåëüíî êîíòóð èíòåãðè-ðîâàíèÿ â âûðàæåíèè (2.17) òàê, êàê óêàçàíî â ðàçäåëå 2.2.2:
2ImS = 4π ln

µT

π
+ 4π .Íàéäåì ýíåðãèþ è ýêñïîíåíòó ïîäàâëåíèÿ â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ èíñòàíòî-íîâ, èñïîëüçóÿ �îðìóëû (2.6), (2.8):

E =
2π

T
, (2.21)

F = 4π ln

(

2µ

E

)

. (2.22)Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáñóæäåíèåì â íà÷àëå ðàçäåëà, ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ ðàâ-íà áåñêîíå÷íîñòè ïðè íóëåâîé ýíåðãèè. Êàê ìîæíî îæèäàòü, îíà èñ÷åçàåòïðè E = Es ≡ 2µ.



56�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ñòðóêòóðó íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé ïðî-öåññà, îïèñûâàåìîãî ïåðèîäè÷åñêèìè èíñòàíòîíàìè. Â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðî-øëîì (t = iT + t′, t′ → −∞) èìååì:
φ(t′, x) = π + φi(iT + t′ + x) = 2 arctg

[

exp

(

π(t′ + x + x0)

T

)]

. (2.23)Ýòîò âîëíîâîé ïàêåò èìååò �îðìó ðåøåíèÿ â âèäå ¾êèíêà¿ â òåîðèè ñ ïî-òåíöèàëîì V ∝ cos(2φ). Â òî æå âðåìÿ, âûëåòàþùàÿ âîëíà (t → +∞ âäîëüäåéñòâèòåüíîé îñè) èìååò �îðìó ¾àíòèêèíêà¿:
φ(t, x) = φf(t− x) = π + 2 arctg

[

exp

(

π(t− x − x0)

T

)]

.�àññåÿíèå âîëíîâûõ ïàêåòîâ òàêîé �îðìû â áåçìàññîâîé âåðñèè ìîäåëè (2.1)ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáîòå [102℄, ãäå áûëî ïîëó÷åíî òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ àì-ïëèòóäû ïðîöåññà. Ïîëó÷åííàÿ íàìè �îðìóëà (2.22) ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîìðàáîòû [102℄ â ïðåäåëå ñëàáîé ñâÿçè.Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî â ñòðîãî áåçìàññîâîì ñëó÷àå íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå÷èñëà ÷àñòèö ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî ïåðèîäè÷åñêèì èíñòàíòîíîì, áåñêîíå÷-íî âåëèêè, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëåâàÿ êîí�èãóðàöèÿ èìååò íåíóëåâûåàñèìïòîòèêè íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè: φ(t, x → +∞) = π. Êàêïîêàçàíî â ïðèëîæåíèè B, ââåäåíèå íåíóëåâîé ìàññû ðåãóëÿðèçóåò ýòó ðàñ-õîäèìîñòü, è àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ïðèîáðåòàþò âèä φ(t, x → +∞) = 0.Ïîïðàâêè ê �îðìóëå (2.22) ìàëû ïðè E ≫ m.2.4 Ïðÿìîå òóííåëèðîâàíèå ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ2.4.1 �åøåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ θ Ïåðåéäåì ê ðåøåíèÿì ñ θ 6= 0.Ñäåëàåì ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå: åñëè φi äåéñòâèòåëüíà íà äåéñòâèòåëü-íîé îñè, �óíêöèÿ φf , ïîëó÷åííàÿ èç óðàâíåíèÿ (2.10) ñ äåéñòâèòåëüíûì íà-÷àëüíûì óñëîâèåì, àâòîìàòè÷åñêè äåéñòâèòåëüíà ïðè z ∈ R . Òàêèì îáðà-çîì, äîñòàòî÷íî íàéòè ïîäñòàíîâêó äëÿ �óíêöèè φi, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-âèþ (2.13), è äåéñòâèòåëüíóþ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ïîñòðîèì òðåáóåìóþ



57ïîäñòàíîâêó êàê îáîáùåíèå âûðàæåíèÿ (2.19a):
φi =

+∞
∑

n=−∞
e−θ|n|

(

i ln
[µ

2
(z + x0 − iT0 − i2Tn)

]

−

−i ln
[µ

2
(z + x0 + iT0 − i2Tn)

])

, (2.24)ãäå x0, T0 � äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû, 0 < T0 < T . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî�óíêöèÿ φi, îïðåäåëåííàÿ èç âûðàæåíèÿ (2.24), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ââèäå (2.13).Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëå íàëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ äåéñòâèòåëüíî-ñòè φi ïðè z ∈ R, ëþáîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.4) ìîæåò áûòü çàïèñàíî ââèäå (2.24). Ôóíêöèÿ φf äîëæíà áûòü àíàëèòè÷íà â îñîáûõ òî÷êàõ �óíêöèè
φi, ðàñïîëîæåííûõ â ïîëîñå 0 < Imz < T , ïîýòîìó φi ìîæåò èìåòü òîëü-êî ëîãàðè�ìè÷åñêèå îñîáåííîñòè â ýòîé ïîëîñå (äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãîóòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíî â ïîäðàçäåëå 2.5.1). Òîãäà óñëîâèå äåéñòâèòåëüíîñòèíà äåéñòâèòåëüíîé îñè è θ�óñëîâèå (2.13) ïîçâîëÿþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòüâñå îñòàëüíûå ñèíãóëÿðíîñòè �óíêöèè φi. À èìåííî, âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà(2.13), ëþáàÿ ñèíãóëÿðíîñòü �óíêöèè φi âèäà

C ln(z − zs) ,íàõîäÿùàÿñÿ íèæå ïðÿìîé Imz = T , ñîïðîâîæäàåòñÿ ñèíãóëÿðíîñòüþ
e−θC∗ ln(z − 2T i− z∗s) ,ðàñïîëîæåííîé ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé. Â òî æå âðåìÿ, äåé-ñòâèòåëüíîñòü íà äåéñòâèòåëüíîé îñè ãîâîðèò î òîì, ÷òî âñå ñèíãóëÿðíîñòè�óíêöèè φi âîçíèêàþò ¾êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè¿ ïàðàìè, ðàñïîëîæåí-íûìè â êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ òî÷êàõ. Ýòè äâà óñëîâèÿ äîñòàòî÷íû äëÿâîññòàíîâëåíèÿ âñåé öåïî÷êè (2.24), ñòàðòóÿ ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ñèíãóëÿðíî-ñòè â ïîëîñå 0 < Imz < T .Îò ïàðàìåòðà x0 â âûðàæåíèè (2.24) ìîæíî èçáàâèòüñÿ ñäâèãîì ïåðåìåí-íîé z, ïîýòîìó áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïîëîæèì x0 = 0. ×òîáû îïðåäåëèòü



58îñòàâøóþñÿ êîíñòàíòó T0, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2.10) â îêðåñòíîñòè òî÷êè
z = iT0. Ôóíêöèÿ φi ïðåäñòàâèìà â âèäå

φi = i ln
[µ

2
(z − iT0)

]

+ Ri(z) , (2.25)ãäå Ri(z) ðåãóëÿðíà â òî÷êå z = iT0. Ñòåïåííîå ðàçëîæåíèå ëåâîé è ïðàâîé÷àñòåé óðàâíåíèÿ (2.10) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ
i

z − iT0
+R′

i(iT0) − φ′f(iT0) + O(z − iT0)

= −iei(Ri(iT0)+φf (iT0))

[

1

z − iT0
+ iR′

i(iT0) + iφ′f(iT0)

]

+O(z − iT0) .Èç äâóõ ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷àåì:
ei(Ri(iT0)+φf (iT0)) = −1 , (2.26)

R′
i(iT0) = 0 . (2.27)Âûÿñíèì ñìûñë ïîëó÷åííûõ �îðìóë. Äëÿ çàäàííîé íàïåðåä Ri(z) óðàâíå-íèå (2.10) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-íåíèå íà �óíêöèþ φf . Ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî âñå êîý��èöèåíòû ðÿäàÒåéëîðà äëÿ φf îïðåäåëÿòñÿ îäíîçíà÷íî ïîñëå çàäàíèÿ êîíñòàíòû èíòåãðè-ðîâàíèÿ φf(iT0). Îäíàêî, âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî z = iT0 ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿð-íîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ (2.10), ñèòóàöèÿ îêàçûâàåòñÿ äðóãîé. Çíà÷åíèå φf(iT0)�èêñèðóåòñÿ èç òðåáîâàíèÿ ðåãóëÿðíîñòè �óíêöèè φf â òî÷êå z = iT0 (ðà-âåíñòâî (2.26)), à ðîëü êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ âûïîëíÿåò φ′f(iT0); êðîìåòîãî, âîçíèêàåò ñâÿçü (2.27) íà �óíêöèþ Ri. Ýòà ñâÿçü ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòüïàðàìåòð T0:

T0 = Tα(θ) , (2.28)ãäå �óíêöèÿ α(θ) íåÿâíî çàäàíà óðàâíåíèåì
2α2

∞
∑

n=1

e−θn

n2 − α2
= 1 . (2.29)



59Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â óäîáíîé èíòåãðàëüíîé �îð-ìå4:
2α

∫ ∞

0

sh(αy)

ey+θ − 1
dy = 1 . (2.30)Òåïåðü �óíêöèÿ φi íàéäåíà ïîëíîñòüþ, à φf ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç óðàâíå-íèÿ (2.10) ÷èñëåííî. Ìû çàéìåìñÿ îïðåäåëåíèåì �óíêöèè φf â êîíöå ðàçäåëà.Âû÷èñëèì ìíèìóþ ÷àñòü äåéñòâèÿ íà òóííåëüíîì ðåøåíèè. Îêàçûâàåò-ñÿ, ÷òî äåòàëüíîå çíàíèå �óíêöèè φf äëÿ ýòîãî íå òðåáóåòñÿ. Èç-çà äåéñòâè-òåëüíîñòè �óíêöèé φi, φf íà äåéñòâèòåëüíîé îñè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîåäåéñòâèå S∗ âû÷èñëÿåòñÿ êàê èíòåãðàë îò òîãî æå âûðàæåíèÿ, êàê è â �îð-ìóëå (2.17), íî ïî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîìó êîíòóðó C∗. Òàêèì îáðàçîì,

2ImS = −i(S − S∗) = −i
(
∫

C
Ldz −

∫

C∗

Ldz
)

= −i
∮

Co

Ldz . (2.31)Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ñóììà êîíòóðîâ C è C∗ ñòÿíóòà â êîíòóð Co, êîòîðûéîõâàòûâàåò ñèíãóëÿðíîñòè5 z = ±iT0 �óíêöèè φi. Èíòåãðàë (2.31) òåïåðüìîæåò áûòü âû÷èñëåí ÿâíî:
2ImS = 4πImφf(iT0) + 4π .Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.26), âûðàçèì φf(iT0) ÷åðåç âåëè÷èíó Ri(iT0), êî-òîðóþ â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëèì èç âûðàæåíèÿ (2.24). �åçóëüòàò çàïèøåì ââèäå

2ImS = 4π ln(µTα) + 4π − 16π

∫ ∞

0

sh2
(

αy
2

)

ey+θ − 1

dy

y
, (2.32)ãäå ïîëó÷åííûé èç (2.24) ðÿä ïðåäñòàâëåí â èíòåãðàëüíîì âèäå. Ýíåðãèÿ è íà-÷àëüíîå ÷èñëî ÷àñòèö âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (2.6). Ïðè ýòîì, äëÿ ýíåðãèèïîëó÷àåì òó æå �îðìóëó (2.21), êàê è â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ èíñòàíòîíîâ.×èñëî ÷àñòèö ðàâíî

N = 4π

∫ ∞

0

sh2
(

yα(θ)
2

)

sh2
(

y+θ
2

)

dy

y
.4Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñóììà I(α, θ) â �îðìóëå (2.29) óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

d2I
dθ2 = α2I + 1

eθ
−1

. �åøàÿ ýòî óðàâíåíèå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ïîëó÷àåì (2.30).5Ñîãëàñíî îáñóæäåíèþ ïîäðàçäåëà (2.2.2), êîíòóð íå ïåðåñåêàåò ñèíãóëÿðíîñòè �óíêöèè φf â ïðîöåññåäå�îðìàöèè.



60Îáñóäèì íàèáîëåå èíòåðåñíûé ñëó÷àé θ → +∞. Ïîëó÷èì:
α = 1 − e−θ , (2.33)
N = 4πθe−θ , θ → +∞ . (2.34)Êàê è îæèäàëîñü, ïðåäåë áîëüøèõ θ ñîîòâåòñòâóåò òóííåëèðîâàíèþ, èíäóöè-ðîâàííîìó êâàçèêëàññè÷åñêè ìàëûì ÷èñëîì íàëåòàþùèõ ÷àñòèö. Äëÿ ïðå-äåëüíîãî çíà÷åíèÿ ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ ïîëó÷àåì ïðîñòóþ �îðìóëó:
F
∣

∣

N=0
= 4π ln

[

2πµ

E

]

. (2.35)Âûðàæåíèå (2.35) âîñïðîèçâîäèò ïðèâåäåííûé âî Ââåäåíèè ðåçóëüòàò äëÿîáëàñòè I ðèñóíêà 2.Òî÷íûé ðåçóëüòàò (2.35) ìîæåò ïðèâåñòè ê îøèáî÷íîìó çàêëþ÷åíèþ, ÷òîïîäàâëåíèå ïðîöåññà èíäóöèðîâàííîãî òóííåëèðîâàíèÿ èñ÷åçàåò, êàê òîëüêîýíåðãèÿ äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ 2πµ. Íà ñàìîì äåëå ýòî íå òàê, ò.ê. �îðìóëà (2.35)íåïðèìåíèìà ïðè ýíåðãèÿõ, ïðåâûøàþùèõ íåêîòîðóþ êðèòè÷åñêóþ ýíåðãèþ
Ec < 2πµ. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî ïðè E > Ec íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèé φf(z)óðàâíåíèÿ (2.10), îáëàäàþùèõ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.Àíàëèç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.10) ïðîâåäåì â ñëó÷àå θ = +∞. Ñîãëàñíîóðàâíåíèþ (2.33), ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ñèíãóëÿðíîñòü �óíêöèè φi ñàäèòñÿ íàïðÿìóþ Imz = T â ýòîì ñëó÷àå6, è ïîäñòàíîâêà (2.24) ïðèíèìàåò ïðîñòîéâèä:

φi = i ln
z − iT

z + iT
.Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå (2.10) íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ïðîèçâîäÿçàìåíó ïåðåìåííûõ u = φi + φf , ζ = z/T , ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.10) â âèäå

du

dζ
= −λ sin u− 4

ζ2 + 1
, (2.36)6Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ ðåøåíèé T/θ çàäà÷è: èç óðàâíåíèé (2.5) ñëåäóåò, ÷òî åñëè óìåíü-øèòü äî íóëÿ êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè, îñòàâëÿÿ êîíå÷íîé åãî ýíåðãèþ, ñîîòâåòñòâóþùèåêâàçèêëàññè÷åñêèå êîí�èãóðàöèè ñòàíóò ñèíãóëÿðíûìè â íà÷àëüíîé ÷àñòè êîíòóðà ABCD íà ðèñóíêå 1.Ìû ðåøàåì ýòó ïðîáëåìó, ðàññìàòðèâàÿ ðåøåíèÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.



61ãäå λ = µT . Â íîâûõ òåðìèíàõ òðåáîâàíèå (2.16) òîãî, ÷òî íàéäåííîå ðåøå-íèå îïèñûâàåò ïðîöåññ ðîæäåíèÿ ñîëèòîíà, ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì ãðà-íè÷íûì óñëîâèÿì íà �óíêöèþ u âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè:
u→ 2π , ïðè ζ → −∞ , (2.37a)
u→ 2π èëè π, ïðè ζ → +∞ , (2.37b)ãäå óñëîâèå (2.37a) ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (2.16a) åñëè ïðèíÿòü âî âíèìà-íèå, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ îáëàñòü z → −∞ + iT îòäåëåíà îò äåéñòâèòåëü-íîé îñè ëîãàðè�ìè÷åñêèì ðàçðåçîì �óíêöèè φi. Óñëîâèå (2.37a) ïîçâîëÿ-åò íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.36) îäíîçíà÷íî. Ïîñòàâèì âîïðîñ, âñåãäà ëèðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2.37b). Ìû èññëåäîâàëè ýòîòâîïðîñ è ÷èñëåííî, è àíàëèòè÷åñêè. [Àíàëèòè÷åñêèå àðãóìåíòû ïðèâåäåíûâ ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå.℄ �àññìàòðèâàÿ ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ (ñì. ðèñ. 2.1),ìû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå λ = λc, êîòî-ðîå ðàçäåëÿåò îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ, ãäå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.36)îáëàäàþò êà÷åñòâåííî ðàçíûìè ñâîéñòâàìè. À èìåííî, ïðè λ > λc ðåøåíèåóðàâíåíèé (2.36), (2.37a) óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëüíûì àñèìïòîòè÷åñêèì óñëî-âèÿì (2.37b), òàê ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå äåéñòâèòåëüíî îïèñûâàåò ðîæäåíèåñîëèòîíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â îáëàñòè λ < λc àñèìïòîòèêè �óíêöèè u ïðè

ζ → +∞ èçìåíÿþòñÿ, è ìû ïîëó÷àåì: u→ 0, ζ → +∞. Òàê êàê �óíêöèÿ u(ζ)ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå âåëè÷èíå ïîëÿ íà ãðàíèöå ïðîñòðàíñòâà x = 0,ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ïðîöåññà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèþïðè λ < λc, � òðèâèàëüíûé âàêóóì, ò.å. ðîæäåíèÿ ñîëèòîíà íå ïðîèñõîäèò.Â êðèòè÷åñêîé òî÷êå, λ = λc, �óíêöèÿ u ñòðåìèòñÿ ê π ïðè ζ → +∞, ïîýòî-ìó ðåøåíèå îïèñûâàåò ðîæäåíèå ñ�àëåðîíà â êîíöå òóííåëüíîãî ïðîöåññà.×èñëåííî ìû íàøëè, ÷òî
λc = 2.62 , (2.38)à ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ýíåðãèè ðàâíî Ec = 1.2Es.
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λ < λc�èñ. 2.1. �åøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.36), íàéäåííûå ÷èñëåííî ïðè λ = 2.63 (âåðõ-íÿÿ êðèâàÿ), λ = λc = 2.62 (êðèâàÿ ïîñåðåäèíå), è λ = 2.61 (íèæíÿÿ êðèâàÿ).2.4.2 Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ êðèòè÷å-ñêîé ýíåðãèè Äîêàæåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:a) ïðè λ > 4 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.36) ñ àñèìïòîòèêàìè (2.37);á) ïðè λ < π/2 ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.36) ñ àñèìïòîòèêàìè (2.37) íå ñó-ùåñòâóåò.Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ a). Ïðè λ > 4 ëèíèè, îïðåäåëÿåìûåóðàâíåíèåì
4

1 + ζ2
+ λ sin u = 0 , (2.39)ðàçäåëÿþò ïîëîñó π < u < 2π ïëîñêîñòè (ζ, u) íà òðè îáëàñòè, ãäåïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.36) èìååò ðàçíûé çíàê, ñì. ðèñ. (2.2)Óñëîâèå (2.37a) äîñòàòî÷íî äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-íèÿ (2.36). Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ýòîãî ðåøåíèÿ íà÷èíàåòñÿ â îáëàñòè I ðè-ñóíêà ïðè ζ = −∞. Ïðè óâåëè÷åíèè ζ êðèâàÿ ïåðåñåêàåò ëèíèþ (2.39) èïîïàäàåò â îáëàñòü II, ãäå u′ > 0. Îêàçàâøèñü â îáëàñòè II, èíòåãðàëüíàÿêðèâàÿ íå ìîæåò åå ïîêèíóòü. Çíà÷èò, u′ îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïðè ïðè

ζ → +∞, è èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ñòðåìèòñÿ ê àñèìïòîòå u = 2π.
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II

u’=0

u’<0

u’>0

u’<0

π

2π

u

I

ζ�èñ. 2.2. Îáëàñòè ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî u′, à òàêæå êà÷åñòâåííîåïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.36) â ñëó÷àå λ > 4.Äîêàæåì óòâåðæäåíèå á). Ïðè λ < π/2 ëèíèè (2.39) èìåþò êà÷åñòâåí-íî äðóãîé âèä ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíèÿìè, ïîñòðîåííûìè äëÿ ñëó÷àÿ a) (ñì.ðèñ. 2.3). Òî÷êè ïîâîðîòà ýòèõ ëèíèé ðàñïîëîæåíû ïðè ζ = ±ζ0, ãäå
ζ0 =

√

4/λ− 1 .Ïðè ζ < −ζ0 èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ðåøåíèÿ ëåæèò â îáëàñòè I (u′ < 0).Ïîêàæåì, ÷òî îíà ïåðåñåêàåò ëèíèþ u = π íà îòðåçêå −ζ0 < ζ < ζ0. Äåéñòâè-òåëüíî, èç óðàâíåíèÿ (2.36) ñëåäóåò:
u′ ≤ λ− 4

1 + ζ2
.Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì:

u(ζ0) ≤ u(−ζ0) + 2λζ0 − 8 arctg ζ0 < π .Îêàçàâøèñü â îáëàñòè u < π, èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ áîëüøå íå ìîæåò ïîïàñòüâ îáëàñòü II, ãäå u′ > 0 (ñì. ðèñ. (2.3)). Ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå ñòðåìèòñÿ êàñèìïòîòå u = 2π ïðè ζ → +∞.
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II

ζ
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2π

π

u’>0u’>0

u’<0

u’=0

ζ−ζ
0 0�èñ. 2.3. Îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé u′, à òàêæå êà-÷åñòâåííûé âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.36) â ñëó÷àå λ < π/2.Èç ïðèâåäåííîãî âûøå àíàëèçà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êðèòè÷åñêîãî çíà-÷åíèÿ π/2 < λc < 4, ïðè êîòîðîì êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿêà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ. ×èñëåííîå çíà÷åíèå λc íàéäåíî â ïðåäûäóùåì ïîä-ðàçäåëå, ñì. �îðìóëó (2.38). Îòìåòèì, ÷òî òóííåëèðîâàíèå ïðè êðèòè÷åñêîéýíåðãèè îñòàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåííûì:

F (N = 0, E = Ec) = 4π lnλc .Èññëåäîâàííîå â ýòîì ðàçäåëå ïîâåäåíèå ðåøåíèé T/θ çàäà÷è ñîâïàäà-åò ñ òåì, êîòîðîå ìû îáñóæäàëè â ãëàâå 1 íà ïðèìåðå êâàíòîìåõàíè÷åñêîéçàäà÷è ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â êàëèá-ðîâî÷íîé òåîðèè [79℄. Â ãëàâå 1 ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîäû ïðè ýíåðãèÿõ âûøåêðèòè÷åñêîé ïðîèñõîäÿò â äâå ñòàäèè: òóííåëüíûé ïåðåõîä ñ îáðàçîâàíèåìñîñòîÿíèÿ, áëèçêîãî ê âåðøèíå áàðüåðà (ñ�àëåðîíà), êîòîðîå çàòåì ðàñïà-äàåòñÿ íà ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ. Âåðîÿòíîñòü ïîñëåäíåãî ïðîöåññà �âåëè÷èíà ïîðÿäêà åäèíèöû, â òî âðåìÿ êàê ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ ñ�àëåðîíàýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåí. Òàêèì îáðàçîì, ìû îæèäàåì, ÷òî ïðè E > Ec�èçè÷åñêè çíà÷èìûå êâàçèêëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ äîëæíû ñîäåðæàòü ñ�àëå-ðîí ïðè t → +∞. ×òîáû íàéòè ýòè ðåøåíèÿ, ñëåäóåò îòáðîñèòü òðåáîâàíèå



65äåéñòâèòåëüíîñòè íàëåòàþùåé âîëíû φi íà äåéñòâèòåëüíîé îñè (è, ñëåäîâà-òåëüíî, ïîäñòàíîâêó (2.24)).2.5 Òóííåëüíîå îáðàçîâàíèå ñ�àëåðîíà ïðè ýíåðãèÿõ âûøå êðè-òè÷åñêîé2.5.1 Ïðåäåë N → 0 Ïðè E > Ec ïîäñòàíîâêà (2.24) íå ïîçâîëÿ-åò íàéòè ïðàâèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Îäíàêî, àíàëèçèðóÿ óðàâíåíèÿ (2.10),(2.13), ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ èí�îðìàöèþ î ðåøåíèè. Âî�ïåðâûõ, ïî-êàæåì, ÷òî îñîáåííîñòü �óíêöèè φi, ðàñïîëîæåííàÿ â ïîëîñå Imz ∈ [0, T ],ÿâëÿåòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîé. Ïóñòü iT0 � ìåñòî ðàñïîëîæåíèÿ ýòîé îñîáåííî-ñòè. Ôóíêöèÿ φf ðåãóëÿðíà ïðè z = iT0, òàê ÷òî φf è φ′f ìîãóò áûòü ïðè-áëèæåíû êîíñòàíòàìè â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Òîãäà ïðè z ≈ iT0 ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (2.10) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
φi(z) = −f0 + 2arctg

[

√

f 2
1 − 1

f1
tg

(

√

f 2
1 − 1

2
(µz − C)

)

− 1

f1

]

, (2.40)ãäå f0 = φf(iT0), f1 = φ′f(iT0)/µ, à êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ C �èêñèðóåò-ñÿ óñëîâèåì, ÷òî îäíà èç ñèíãóëÿðíîñòåé �óíêöèè φi ðàñïîëîæåíà â òî÷êå
z = iT0. Ìû âèäèì, ÷òî ðåøåíèå (2.40) îáëàäàåò òîëüêî ëîãàðè�ìè÷åñêèìèîñîáåííîñòÿìè. Òàêèì îáðàçîì, φi èìååò âèä (2.25), ãäå �óíêöèÿ Ri ðåãóëÿðíàâ ïîëîñå Imz ∈ [0, T ]. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (2.26), (2.27), êîòî-ðûì óäîâëåòâîðÿåò �óíêöèÿ Ri, âûïîëíåíû, òàê êàê ïðè èõ âûâîäå ìû íåèñïîëüçîâàëè ÿâíîãî âèäà �óíêöèè φi. Âñëåäñòâèå óðàâíåíèé (2.25), (2.13),êðîìå ëîãàðè�ìè÷åñêîé îñîáåííîñòè �óíêöèÿ φi îáëàäàåò îñîáåííîñòüþ âèäà

−ie−θ ln
[µ

2
(z − i(2T − T0))

]

. (2.41)Ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü T/θ çàäà÷ó â ïðåäå-ëå θ → +∞ â �îðìå, óäîáíîé äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Êàê óæå îáñóæäàëîñü,ýòîò ïðåäåë ñîîòâåòñòâóåò êâàçèêëàññè÷åñêè ìàëîìó êîëè÷åñòâó ÷àñòèö â íà-÷àëüíîì ñîñòîÿíèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, îñîáåííî èíòåðåñåí.



66Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (2.13), â ïðåäåëå e−θ → 0 �óíêöèÿ φi ñòàíîâèòñÿðåãóëÿðíà â ïîëóïëîñêîñòè Imz > T . Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì åå ëîãàðè�-ìè÷åñêàÿ ñèíãóëÿðíîñòü, ðàñïîëîæåííàÿ â ïîëîñå 0 < Imz < T , ñàäèòñÿ íàïðÿìóþ Imz = T . Çàïèøåì:
φi = i ln

[µ

2
(z − iT0)

]

− ie−θ ln
[µ

2
(z − i(2T − T0))

]

+ R̃i(z) , (2.42)ãäå �óíêöèÿ R̃i(z) ðåãóëÿðíà â òî÷êàõ iT0, i(2T − T0). Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ(2.26) ñëåäóåò, ÷òî
e−θ

T − T0
= −2R̃i

′
(iT0) . (2.43)Ïîëó÷åííóþ �îðìóëó ñëåäóåò ñðàâíèòü ñ ðàâåíñòâàìè (2.33), (2.28), ïðèìå-íèìûìè ïðè E < Ec. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå R̃i

′
(iT0) = −1/T 6= 0. Ïî íåïðå-ðûâíîñòè, R̃i

′
(iT0) 6= 0 òàêæå äëÿ ðåøåíèé ñ ýíåðãèÿìè, ïðåâûøàþùèìè Ec.Òîãäà óðàâíåíèå (2.43) îçíà÷àåò, ÷òî T0 ïðèáëèæàåòñÿ ê T ïðè e−θ → 0. Ìûçàêëþ÷àåì, ÷òî â ïðåäåëå θ → +∞ �óíêöèÿ φi ïðåäñòàâèìà â âèäå

φi = i ln
[µ

2
(z − iT )

]

+ R̃i(z) , (2.44)ãäå R̃i(z) ðåãóëÿðíà â âåðõíåé ïîëóñëîñêîñòè.Êàê è â ðàçäåëå (2.4), óäîáíî ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè7
z = x ∈ R. Óñòàíîâèì ïðàâèëüíûå àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ïðè x → ±∞.Ôóíêöèÿ φi äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (2.15). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèåëîãàðè�ìè÷åñêèé ðàçðåç φi â ïîëîñå 0 < Imz < T (ñì. ðàçäåë (2.4)) è óñëî-âèÿ (2.16), ïîëó÷èì:

φi → 2π, φf → 0 ïðè x→ −∞ , (2.45a)
φi → 0, φf → π ïðè x→ +∞ . (2.45b)Àñèìïòîòèêè (2.45) �óíêöèè φf ñîîòâåòñòâóþò ðîæäåíèþ ñ�àëåðîíà â êîíöåòóííåëüíîãî ïðîöåññà.7Íå ñëåäóåò ïóòàòü x, îáîçíà÷àþùåå äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü ïåðåìåííîé z, ñ ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäè-íàòîé x.



67Óäîáíîå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì:
2ImS = 2Im

∫

C
dz(φfφ

′
i − µ(1 − cos(φi + φf)))

= −4πImR̃i(iT ) + 4π + 2Im

∫ ∞

−∞
dx(φfφ

′
i − µ(1 − cos(φi + φf))) .(2.46)Âî âòîðîé ñòðîêå ðàâåíñòâà ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå (2.26) è âçÿëèïðåäåë T0 → T . Èíòåãðàë â ïîñëåäíåì ÷ëåíå äîëæåí áûòü âû÷èñëåí âäîëüäåéñòâèòåëüíîé îñè; ïåðâûå äâà ÷ëåíà ñîîòâåòñòâóþò âû÷åòàì ïîäûíòåãðàëü-íîé �óíêöèè â îñîáîé òî÷êå �óíêöèè φi. Äëÿ íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ýíåðãèé,

Ei è Ef ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì äâà ðàçíûõ âûðàæåíèÿ8. Äëÿ êîíå÷íîéýíåðãèè ëåãêî ïîëó÷èòü:
Ef = 2µ+

∫ ∞

−∞
dz(φ′f)

2 , (2.47)ãäå ïåðâûé ÷ëåí âîçíèê èç-çà ïðèñóòñòâèÿ ñ�àëåðîíà ïðè t → +∞. Àíàëî-ãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ íà÷àëüíîé ýíåðãèè èìååò âèä:
Ei =

+∞+iT
∫

−∞+iT

dz(φ′i)
2 . (2.48)Â ïðåäåëå e−θ → 0 èíòåãðàë â óðàâíåíèè (2.48) íàñûùàåòñÿ âêëàäîì îñîáåí-íîñòè â òî÷êå z = i(2T − T0). Ïîëó÷èì:

Ei = 2π
e−θ

T − T0
= −4πR̃′

i(iT ) , (2.49)ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå (2.43).Ìû ðåøèëè ÷èñëåííî ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîñòîÿùóþ èç äè��åðåíöèàëü-íîãî óðàâíåíèÿ (2.10) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.45), óñëîâèÿ äåéñòâèòåëü-íîñòè �óíêöèè φf (óðàâíåíèå (2.11)), è óñëîâèÿ àíàëèòè÷íîñòè �óíêöèè Riâ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Äåòàëè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîìåùåíû â ñëåäóþùåì8Î÷åâèäíî, äëÿ ðåøåíèÿ Ei = Ef .



68ðàçäåëå. Îòìåòèì îäíî èíòåðåñíîå ñâîéñòâî ðåøåíèé ïðè E > Ec. Çàìåòèì,÷òî ïðèâåäåííàÿ âûøå ñèñòåìà óðàâíåíèé èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîá-ðàçîâàíèÿ
φi(z) 7→ 2π −

(

φi(−z∗)
)∗
, (2.50a)

φf(z) 7→ π −
(

φf(−z∗)
)∗
. (2.50b)Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå íàéäåíû ðåøåíèÿ ïðè E > Ec, êîòîðûå íå ìåíÿþò-ñÿ ïîä äåéñòâèåì ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðèâåäåííîå ñâîéñòâî êà÷åñòâåííîîòëè÷àåò èõ îò ðåøåíèé, íàéäåííûõ íàìè ðàíåå ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ.2.5.2 ×èñëåííîå ðåøåíèå Â ýòîì ðàçäåëå ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.10),(2.11), (2.44), (2.45) áóäåò ðåøåíà ÷èñëåííî. Ìû îáíàðóæèëè äâà îñíîâíûõïðåïÿòñòâèÿ, çàòðóäíÿþùèõ ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Âî�ïåðâûõ, âñå�èçè÷åñêè çíà÷èìûå ðåøåíèÿ ïðè E > Ec áëèçêè ê ñ�àëåðîíó ïðè t→ +∞,è, ñëåäîâàòåëüíî, íåñòàáèëüíû. Â ãëàâå 1 ïðåäëîæåí îáùèé ìåòîä ðåãóëÿðè-çàöèè íåñòàáèëüíîñòåé òàêîãî âèäà, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ êðàéíå ïîëåçåí äëÿñëîæíûõ ñèñòåì. Â íàøåì ñëó÷àå ýòó òðóäíîñòü ìîæíî ïðåîäîëåòü, èñïîëü-çóÿ ñïåöè�èêó çàäà÷è. Êàê áûëî îòìå÷åíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, óðàâíå-íèÿ (2.10), (2.11), (2.44) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.45) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëü-íî ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.50). Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ, íå ìåíÿþùèåñÿ ïîä äåé-ñòâèåì ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Óñëîâèå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî (2.50) ñóæàåòìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ êîí�èãóðàöèé äî òåõ, êîòîðûå áëèçêè ê ñ�àëå-ðîíó ïðè t → +∞. ßñíî, ÷òî ïîñëå ýòîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñòàíîâÿòñÿñòàáèëüíûìè.Âòîðûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñëóæèò ìåä-ëåííîå ñïàäàíèå ðåøåíèé ïðè x → ±∞. Óðàâíåíèå (2.10) äîïóñêàåò ñóùå-ñòâîâàíèå ðåøåíèé ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì âèäà 1/x ïðè x → ±∞;÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïîäòâåðæäàåò, ÷òî �èçè÷åñêè çíà÷èìûå ðåøåíèÿäåéñòâèòåëüíî îáëàäàþò òàêèì ïîâåäåíèåì. Ìû ðåøàåì ýòó ïðîáëåìó ñ ïîìî-



69ùüþ ââåäåíèÿ íåðàâíîìåðíîé ðåøåòêè, øàã êîòîðîé ðàñòåò ïðè x→ ±∞. Ýòîäîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîí�îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè êîìïëåêñíî-ãî z:
w =

z − iT

z + iT
, (2.51)êîòîðîå îòîáðàæàåò äåéñòâèòåëüíóþ îñü íà îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà

w = eiα. Ïðè ýòîì àñèìïòîòè÷åñêèå îáëàñòè x → −∞, x → +∞ ïåðåõîäÿòâ îêðåñòíîñòè òî÷åê α = 0 è α = 2π ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî ðàâíîìåð-íîå ðàçáèåíèå óãëà α ýêâèâàëåíòíî ââåäåíèþ íåðàâíîìåðíîé ðåøåòêè íà îñèäåéñòâèòåëüíîãî z ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.Ïåðå�îðìóëèðóåì çàäà÷ó íà îêðóæíîñòü |w| = 1. Ââåäåì �óíêöèþ
Si(z) = φi(z) − i ln

(

z − iT

z + iT

)

.Âñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ (2.44) �óíêöèÿ Si(z) ðåãóëÿðíà â âåðõíåé ïîëóïëîñêî-ñòè, Imz > 0. Çíà÷èò, ïîñëå êîí�îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.51) îíà ðåãóëÿð-íà âíóòðè êðóãà |w| < 1, è ðÿä Òåéëîðà
Si(w) = i

∞
∑

k=0

Skw
kñõîäèòñÿ âî âíóòðåííîñòè ýòîãî êðóãà. Íà îêðóæíîñòè w = eiα ïîëó÷àåì:

Si(α) = i
∞
∑

k=0

Ske
ikα . (2.52a)Óñëîâèå òîãî, ÷òî ðÿä Ôóðüå �óíêöèè Si ñîäåðæèò òîëüêî ïîëîæèòåëüíî�÷àñòîòíûå ÷ëåíû, ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (2.45). Íà îêðóæíîñòè |w| = 1 óðàâ-íåíèå (2.10) ïðèîáðåòàåò âèä

d

dα

[

Si − φf

]

= 1 +
Tµ

2 sin2(α/2)
sin(Si + φf − α) , (2.52b)ãäå �óíêöèÿ φf äåéñòâèòåëüíà âñëåäñòâèå óñëîâèÿ (2.11). ×òî êàñàåòñÿ ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé (2.45), òî òðåáóåòñÿ íàëîæèòü ëèøü îäíî èç íèõ, ïîñëå ÷åãîòî âñå îñòàëüíûå áóäóò âûïîëíåíû àâòîìàòè÷åñêè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè óñëî-âèÿ ïðè x → −∞ (α → 0) âûïîëíåíû, òî âûïîëíåíèå óñëîâèé ïðè x → +∞



70(α→ 2π) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî (2.50). Áîëååòîãî, óñëîâèå íà �óíêöèþ Si ïðè α = 0 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè âñëåä-ñòâèå óðàâíåíèÿ (2.52b). Îñòàåòñÿ òîëüêî îäíî óñëîâèå:
φf → 0 ïðè α→ 0 . (2.52
)Òàê êàê òî÷êè α è 2π − α îêðóæíîñòè ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì ñèììåò-ðèè (2.50), óðàâíåíèå (2.52b) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äè��èðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå íà îðáè�îëäå α ∈ [0, π]. Ïðè ýòîì óñëîâèå (2.52
) íàêëàäûâàåòñÿíà ãðàíèöå îðáè�îëäà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (2.50) ïåðåâîäèòêîý��èöèåíòû Ôóðüå Sk â êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå êîý��èöèïåíòû S∗

k , ïî-ýòîìó èíâàðèàíòíîñòü �óíêöèè Si îòíîñèòåëüíî ñèììåòðèè (2.50) îçíà÷àåò,÷òî Sk ∈ R.Ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ðåøåòêó ñ óçëàìè â òî÷êàõ αn = ∆(n + 1/2), ãäå
∆ = π/N , n = 0, . . . ,N − 1. �ðàíè÷íîå óñëîâèå (2.52
) èìååò âèä:

(φf)n=0 = 0 . (2.53a)Óñëîâèå, íàêëàäûâàåìîå íà äðóãîé ãðàíèöå îðáè�îëäà, α = π, ìîæåò áûòüïîëó÷åíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàïèøåì êîíå÷íî�ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå, ïî-ëó÷åííîå äèñêðåòèçàöèåé óðàâíåíèÿ (2.52b) ìåæäó óçëàìè N , N +1. Òàê êàêçíà÷åíèÿ ïîëåé â N -îì óçëå ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì ñèììåòðèè ñî çíà÷å-íèÿìè â (N − 1)-îì óçëå, ïîëó÷èì:
1

∆

[

π − 2(φf)N−1 + 2Re(Si)N−1

]

=

1 +
µT

2 sin2(αN−1/2)
sin
(

Re(Si)N−1 + (φf)N−1 − αN−1

)

ch
(

Im(Si)N−1

)

. (2.53b)Êîý��èöèåíòíàÿ �óíêöèÿ óðàâíåíèÿ (2.52b) ñèíãóëÿðíà ïðè α = 0. Ñëå-äîâàòåëüíî, òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå êîíå÷íî�ðàçíîñòíîå ïðèáëèæåíèå óðàâ-íåíèÿ (2.52b), êîòîðîå íå÷óâñòâèòåëüíî ê ýòîé ñèíãóëÿðíîñòè. Â ÷èñëåííûõ



71ðàñ÷åòàõ ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå:
1

∆

[

(Si)n − (Si)n−1

]

− 1

∆

[

(φf)n − (φf)n−1

]

= 1+

+
µT

2 sin2(αn−1/2/2)

{

sin
(

(Si)n−1 + (φf)n − αn−1/2

)

+

+
∆

2
cos
(

(Si)n−1 + (φf)n − αn−1/2

)

}

− µ2T 2∆2

4 sin4(αn−1/2/2)
sin
(

(Si)n + (φf)n −αn−1/2

)

cos
(

(Si)n−1 + (φf)n −αn−1/2

)

.(2.53
)Çäåñü ïîðÿäêîâûé íîìåð n ìåíÿåòñÿ ìåæäó 1 è N − 1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òîïðè α ∼ 1 óðàâíåíèå (2.53
) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî�ðàçíîñòíûì ïðèáëèæåíèåìâòîðîãî ïîðÿäêà ê óðàâíåíèþ (2.52b). Ïðè αn ∼ ∆ äîìèíèðóåò ïîñëåäíèé÷ëåí óðàâíåíèÿ (2.53
), è ìû ïîëó÷àåì:
(Si)n + (φf)n − αn = 0 when αn ∼ ∆ .Íåâÿçêà ýòîãî óðàâíåíèÿ � âåëè÷èíà ïîðÿäêà O(∆2). Ïðèáëèæåíèå îêàçû-âàåòñÿ åùå õóæå â îáëàñòè ìåæäó αn ∼ ∆ è αn ∼ 1. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèåïîêàçàëî, ÷òî îøèáêà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ δ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

∆2 < |δ| < ∆.Íàêîíåö, â äèñêðåòèçîâàííîé çàäà÷å ñëåäóåò çàìåíèòü óðàâíåíèå (2.52a)äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå, ãäå ñóììà áåðåòñÿ â êîíå÷íûõ ïðåäå-ëàõ: k = 0 . . .N − 1. Â êà÷åñòâå èñêîìûõ âåëè÷èí âûáåðåì Sk, (φf)n. Òàêêàê k, n = 0 . . . (N − 1), îáùåå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, 2N , ñîâïàäàåò ñ êîëè÷å-ñòâîì óðàâíåíèé â ñèñòåìå (2.53) (äâà äåéñòâèòåëüíûõ óñëîâèÿ (2.53a),(2.53b)íà êðàÿõ îðáè�îëäà è (N − 1)-î êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå (2.53
)). ×èñëåí-íûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2.53) áûëè ïîëó÷åíû ìåòîäîìÍüþòîíà��à�ñîíà. Óäîáíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîíå÷íîé ýíåðãèè è ìíèìîé ÷à-ñòè äåéñòâèÿ ïîëó÷àþòñÿ äèñêðåòèçàöèåé âûðàæåíèé (2.17), (2.47). ×òîáûíàéòè ÷èñëåííî íà÷àëüíóþ ýíåðãèþ, (2.47), çàìåòèì, ÷òî
R̃′

i(z = iT ) =
1

2T

[

1 − iS ′
i(w = 0)

]

=
1

2T

[

1 + Sk=1

]

.



72Ìû èñïîëüçóåì ðàçíèöó ìåæäó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ýíåðãèÿìè äëÿ îöåíêèîøèáêè ðàçíîñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçî-âàëàñü ðåøåòêà ñ N = 2048, äëÿ âñåõ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé òî÷íîñòü äèñêðå-òèçàöèè áûëà ëó÷øå 10−3.×èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ F (N = 0) ïîêàçàíûíà ðèñ. 2. Îíè ïîêðûâàþò îòðåçîê Ec < E < 2.3Es îáëàñòè II ðèñóíêà. Ïîä-÷åðêíåì, ÷òî ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè òîæäåñòâåííî íóëåâîì÷èñëå ÷àñòèö. Âîçìîæíîñòü èçáàâèòüñÿ îò äîïîëíèòåëüíîé ïðåäåëüíîé ïðî-öåäóðû N → 0 � äîñòîèíñòâî ìîäåëè (2.1).Ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ (íà ïðàêòèêå, ïðè E > 2.3Es) ÷èñëåííîå èññëå-äîâàíèå ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèâåäåííîãî âûøå ìåòîäà ñòàíîâèòñÿïðîáëåìàòè÷íûì. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè ðîñòå ýíåðãèè ïàðàìåòð T óìåíüøàåò-ñÿ, è ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ñèíãóëÿðíîñòü ðåøåíèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê äåéñòâèòåëü-íîé îñè (ñì. óðàâíåíèå (2.44)). Âñëåäñòâèå ýòîãî, èñïîëüçóåìûå â ÷èñëåííûõðàñ÷åòàõ êîíå÷íî�ðàçíîñòíûå ìåòîäû íå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â îáëàñòèâáëèçè z = 0 ïðè ìàëûõ T . Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî â ïðåäåëå
µT → 1 ðåøåíèå âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêè,÷òî ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü ðåøåíèå ïðè ìàëûõ T .2.6 Ïðåäåë T → 02.6.1 Ïðåäåëüíîå ðåøåíèå Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ïîëó÷àåì òóí-íåëüíîå ðåøåíèå â ïðåäåëå T → 0. ×òîáû ðàçðåøèòü ñòðóêòóðó ñèíãóëÿðíî-ñòåé ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0, ìû äåðæèì çíà÷åíèå T ìàëûì, íîíåíóëåâûì, µT ≪ 1, è áåðåì ïðåäåë òîëüêî â ðåçóëüòèðóþùèõ âûðàæåíèÿõäëÿ ýíåðãèè è ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ. Ñ òîé æå öåëüþ ìû ââîäèì êîíå÷íîå
e−θ ≪ 1. Óäîáíî âûáðàòü êîíòóð C, âõîäÿùèé â �îðìóëó (2.17) äëÿ �óíêöè-îíàëà äåéñòâèÿ, òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. (2.4). Èç ñîîòíîøåíèé (2.15), (2.16)
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0

i(2T−T )

iT

0
+
+

*
1/µ Cxε

Ìß�ÊÀßÆÅÑÒÊÀß
�èñ. 2.4. ¾Æåñòêàÿ¿ è ¾ìÿãêàÿ¿ îáëàñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñîîòâåò-ñòâóþùèå ÷àñòè ðåøåíèÿ ñøèòû â çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè. Êðåñòû ïîêàçû-âàþò ðàñïîëîæåíèå îñîáûõ òî÷åê �óíêöèè φi â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.ïîëó÷èì àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ïðè x→ −∞ âäîëü êîíòóðà C:

φi → 0, φf → 0 , ïðè x→ −∞ . (2.54)Óñëîâèÿ (2.45b) ïðè x → +∞ îñòàþòñÿ òåìè æå ñàìûìè. Îòëè÷èå óñëîâèé(2.54) è (2.45a) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî êîíòóð C è äåéñòâèòåëüíàÿ îñü ëåæàò íàðàçíûõ ëèñòàõ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè �óíêöèè φi. Ñîîòâåòñòâåííî, ñâîéñòâàñèììåòðèè ðåøåíèé, ðàññìàòðèâàåìûõ íà íîâîì ëèñòå ïëîñêîñòè êîìïëåêñ-íîãî z, íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ, îáíàðóæåííûõ â ðàçäåëå 2.5: âìåñòîïðåîáðàçîâàíèÿ (2.50), ðåøåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ,ïðåäñòàâëåííîãî �îðìóëàìè (2.50b) è
φi(z) 7→ −φ∗i (−z∗) . (2.55)Ïóñòü ε = max{T, e−θ/µ}. �àçîáüåì êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü íà äâå îáëàñòè:¾æåñòêóþ¿, ãäå |z| ≪ 1/µ, è ¾ìÿãêóþ¿, ãäå |z| ≫ ε. Â ýòîì ðàçäåëå ìû



74ðåøàåì óðàâíåíèÿ îòäåëüíî â êàæäîé èç îáëàñòåé, ñøèâàÿ ïîëó÷åííûå ÷àñòèðåøåíèÿ â îáëàñòè ïåðåñå÷åíèÿ ε≪ |z| ≪ 1/µ (ñì. ðèñ. 2.4).Íà÷íåì ñ ¾æåñòêîé¿ îáëàñòè. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.25) â óðàâíå-íèå (2.10) è ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè ïîðÿäêà O((µz)2
), ïîëó÷àåì9:

R′
i − φ′f = − i

z − iT0

(

1 + ei(Ri+φf )
)

. (2.56)Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä
Ri = φf =

π

2
. (2.57)Ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ φi óäîâëåòâîðÿåò θ�óñëîâèþ (2.13) ñ òî÷íîñòüþäî ïîïðàâîê ïîðÿäêà e−θ. Êàê ìû âèäåëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, â ãëàâíîìïðèáëèæåíèè ïî e−θ ðåøåíèå ñèíãóëÿðíî íà êîíòóðå C (ñð. (2.43)). ×òîáûðàçðåøèòü ñèíãóëÿðíîñòü, íàéäåì ïîïðàâêó ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ε. Äëÿ ýòîãîëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (2.56):

r′ − ϕ′ = − r + ϕ

z − iT0
. (2.58)Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ r = Ri−π/2, ϕ = φf −π/2. Ëèíåéíîå óðàâ-íåíèå (2.58) ìîæåò áûòü ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî �óíêöèé ϕ, r. Ïîëó÷èì:

ϕ = −r + (z − iT0)

∫ z 2r′(z1)

z1 − iT0
dz1 , (2.59)

r = ϕ− 2

z − iT0

∫ z

iT0

ϕ(z1)dz1 , (2.60)ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ â âûðàæåíèè (2.60) �èêñèðóåòñÿ óñëîâèåì ðå-ãóëÿðíîñòè �óíêöèè r â òî÷êå z = iT0. Çíà÷åíèå êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿâ óðàâíåíèè (2.59) íå âàæíî, ïîýòîìó ìû åãî íå îïðåäåëÿåì.Èññëåäóåì ñèíãóëÿðíîñòè �óíêöèé ϕ, r. Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå,ëåãêî âèäåòü, ÷òî åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà �óíêöèè r(z), êîòîðàÿ íàõî-äèòñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, � ñèíãóëÿðíîñòü âèäà (2.41), ðàñïîëîæåííàÿ9Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî óðàâíåíèå (2.56) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî êîí�îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
φi,f (z) 7→ φi,f (w(z)) − i

2 ln dw
dz
.



75â òî÷êå z = i(2T − T0) (ñð. (2.42)). Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (2.59) ñëåäóåò, ÷òîåäèíñòâåííàÿ îñîáåííîñòü ϕ(z) èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíà â òîéæå òî÷êå z = i(2T − T0) (êàê è ðàíüøå, ÿâíàÿ ñèíãóëÿðíîñòü ïðè z = iT0 èñ-÷åçàåò ïîñëå íàëîæåíèÿ íà �óíêöèþ r(z) óñëîâèÿ (2.27)). Äåéñòâèòåëüíîñòü
ϕ(z) íà äåéñòâèòåëüíîé îñè ãîâîðèò î òîì, ÷òî ýòà �óíêöèÿ èìååò òîëüêî îä-íó îñîáåííîñòü âäîáàâîê ê óæå ðàññìîòðåííîé, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà â òî÷êå
z = −i(2T−T0) è èìååò âèä, ¾êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûé¿ ïî îòíîøåíèþ ê îñî-áåííîñòè ïðè z = i(2T−T0). Îïðåäåëèì �îðìó îñîáåííîñòåé �óíêöèè ϕ(z) èçóðàâíåíèÿ (2.59), âûäåëèì èõ ÿâíî è ðàçëîæèì îñòàâøóþñÿ öåëóþ �óíêöèþâ ðÿä Òåéëîðà. Ïîëó÷èì:
ϕ = − e−θ

µ(T − T0)

(

µ(z − iT ) ln
[µ

2
(z − i(2T − T0))

]

+

+µ(z + iT ) ln
[µ

2
(z + i(2T − T0))

])

− πTe−θ

T − T0
+ A0µz +

∞
∑

n=1

An(µz)
1+2n .(2.61)Âèä ïåðâîãî ÷ëåíà âî âòîðîé ñòðîêå, à òàêæå îòñóòñòâèå ÷åòíûõ ñòåïåíåé ðàç-ëîæåíèÿ öåëîé �óíêöèè �èêñèðóþòñÿ ñèììåòðèåé (2.50b). Êîý��èöèåíòû ââûðàæåíèè (2.61) îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ñêëåéêå ¾æåñòêîé¿ è ¾ìÿãêîé¿ ÷àñòåéðåøåíèÿ. Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî â ¾ìÿãêîé¿ îáëàñòè �óíêöèÿ φf ïðèíèìàåòçíà÷åíèÿ ïîðÿäêà åäèíèöû, ïîýòîìó âñå êîý��èöèåíòû e−θ

µ(T−T0)
, A0, An òîæåäîëæíû áûòü âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà åäèíèöû. Òàêèì îáðàçîì, âêëàäîì ñóì-ìû â ¾æåñòêîé¿ îáëàñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.61) âðàâåíñòâî (2.60), ïîëó÷àåì:

r = −ie−θ ln
[µ

2
(z − i(2T − T0))

]

+ i
T + T0

T − T0
e−θ ln

[µ

2
(z + i(2T − T0))

]

− 4TT0

T − T0
e−θ 1

z − iT0
ln

[

1 +
z − iT0

2iT

]

− e−θ

T − T0
(z + iT0) +

πTe−θ

T − T0
− iA0µT0 .(2.62)Â îáëàñòè ε ≪ |z| ≪ 1/µ âûðàæåíèÿ (2.61), (2.62), çàïèñàííûå â òåðìèíàõ



76�óíêöèé φi, φf , ïðèíèìàþò âèä
φi = i ln

[µ

2
(z − i0)

]

+
π

2
− e−θ

T − T0
z , (2.63)

φf =
π

2
− e−θ

T − T0
z ln

(

µ2z2

4

)

+ A0µz ,ãäå îïóùåíû ÷ëåíû ïîðÿäêà O(µT ), O(e−θ), O((µz)2
).Íàéäåì ¾ìÿãêóþ¿ ÷àñòü ðåøåíèÿ. Â îáëàñòè |z| ≫ ε êîíòóð C ðàñïîëîæåíâäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ââîäÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè íàëåòàþ-ùåé âîëíû, φi(x) = a(x) + ib(x), ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.10) â âèäå ñèñòåìûäâóõ äåéñòâèòåëüíûõ óðàâíåíèé:

b′ = µ sh b cosu , (2.64)
u′ = 2a′ − µ ch b sinu , (2.65)ãäå u(x) = a(x) + φf(x). Â ¾ìÿãêîé¿ îáëàñòè ðåøåíèå ðåãóëÿðíî âäîëü îñè

z ∈ R, ïîýòîìó ðåãóëÿðèçóþùèìè ïàðàìåòðàìè T , e−θ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.[�åøåíèÿ ñ T 6= 0 ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå.℄ Òîãäà �óíêöèÿ φiðåãóëÿðíà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ¾ìÿãêîé¿ îáëàñòè, ïîýòîìó åå äåéñòâè-òåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:
a′(x) =

1

πx
P
∫ ∞

−∞
dx1

x1b
′(x1)

x1 − x
, (2.66)ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. �ðàíè÷íîå óñëîâèå â òî÷êå

x = 0 äëÿ óðàâíåíèé (2.64), (2.65), (2.66) ïîëó÷èì èç óñëîâèÿ ñêëåéêè ñ¾æåñòêîé¿ ÷àñòüþ ðåøåíèÿ. Èç âûðàæåíèé (2.63) ñëåäóåò, ÷òî:
b→ ln

(µ

2
x
)

, a→ π

2
, u→ π ïðè x→ +0 . (2.67)Óñëîâèÿ ïðè x → −0 ïîëó÷àþòñÿ èç òðåáîâàíèÿ ñèììåòðèè ðåøåíèÿ îòíî-ñèòåëüíî ïðåîáëàçîâàíèÿ (2.55), (2.50b). Ïåðåïèøåì â íîâûõ òåðìèíàõ óñëî-âèÿ (2.45b), (2.54):

a→ 0 , b→ 0 , u→ π ïðè x→ +∞ (2.68)



77è ïðåîáðàçîâàíèå (2.50b), (2.55):
b(x) 7→ b(−x) , a(x) 7→ −a(−x) , u(x) 7→ π − u(−x) . (2.69)Âñëåäñòâèå ñèììåòðèè (2.69), äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîëóîñü x >

0. Äëÿ çàäàííîé íàïåðåä �óíêöèè u ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.64) èìååò âèä:
b(x) = ln th

(

−µ
2

∫ x

0

cosu(x1)dx1

)

, (2.70)ãäå ìû íàëîæèëè óñëîâèå (2.67) â íà÷àëå êîîðäèíàò 10. Óðàâíåíèÿ (2.70),(2.66), (2.65) ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó.Õîðîøåå àíàëèòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, ëèíåàðèçóÿ óðàâ-íåíèÿ (2.70), (2.65) ïî îòíîøåíèþ ê δu = u− π. Ïðè ýòîì, âûðàæåíèå (2.70)ïðèíèìàåò âèä
b = ln th

(µ

2
x
)

.Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ b(x) â óðàâíåíèå (2.66) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âû-ðàæåíèå äëÿ a′:
a′ = −µ

π

(

β
(

1 + i
µ

π
x
)

+ β
(

1 − i
µ

π
x
))

,ãäå
β(x) =

d

dx

(

ln

[

Γ

(

x + 1

2

)]

− ln
[

Γ
(x

2

)]

)

.Òåïåðü �óíêöèÿ δu ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç óðàâíåíèÿ (2.65) (îïóñòèì ñîîò-âåòñòâóþùåå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå).Ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå ìîæåò áûòü óëó÷øåíî ñ ïîìîùüþ èòåðàòèâíîãî÷èñëåííîãî ìåòîäà. Êàæäûé öèêë èòåðàöèé ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ðå-øåíèè óðàâíåíèé (2.70), (2.66), (2.65), ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îäíó çà äðó-ãîé �óíêöèè b, a, δu, ñòàðòóÿ ñ ïðèáëèæåíèÿ äëÿ δu, ïîëó÷åííîãî íà ïðåäû-äóùåì öèêëå. Ïîñëå 30 èòåðàöèé ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà10Çàìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå ïîâåäåíèÿ (2.68) �óíêöèè u(x) ïðè áîëüøèõ x àñèìïòîòèêà �óíêöèè b(x)èìååò âèä b ∝ e−µx. Òàêîå ïîâåäåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè t → +∞ ìíèìàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ ñîîòâåò-ñòâóåò äâèæåíèþ âäîëü îòðèöàòåëüíîé ìîäû ñ�àëåðîíà. Ýòî � îáùåå ñâîéñòâî òóííåëüíûõ ðåøåíèé,îïèñûâàþùèõ çàñêîêè íà ñ�àëåðîí (ñì. ãëàâó 1).
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�èñ. 2.5. �åøåíèå ïðè T = 0, íàéäåííîå â ¾ìÿãêîé¿ îáëàñòè. Øòðèõîâûåëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèþ, íàéäåííîìó â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.
10−6. Íàéäåííûå èòåðàòèâíî �óíêöèè a, b, δu, è òå æå �óíêöèè, íàéäåííûåâ ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.5.�àññìîòðèì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïðè x→ +0. Óðàâíåíèå (2.65) äîïóñêàåòðåøåíèÿ ñî ñëåäóþùèì ïîâåäåíèåì:
a =

π

2
− Aµx+ O(x2) , φf =

π

2
− 2Aµx ln

(µx

2

)

+Bµx +O(x2) . (2.71)Ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî ïîëíîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå è ðåøåíèå, íàéäåííîå âëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, èìåþò ïîâåäåíèå (2.71) âáëèçè x = 0. ×èñëåííî íà-õîäèì: A = 0.845, B = −2.90. Ñîïîñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ ñ àñèìïòîòèêàìè¾æåñòêîé¿ ÷àñòè ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåì:
e−θ

T − T0
= Aµ , A0 = B . (2.72)Òåïåðü ðåøåíèå ïðè T = 0 íàéäåíî ïîëíîñòüþ.Ñäåëàåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ïðè T, e−θ → 0ñóùåñòâåííà òîëüêî ¾ìÿãêàÿ¿ ÷àñòü ðåøåíèÿ, êîòîðàÿ ïîêðûâàåò âñþ êîì-ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü â ýòîì ïðåäåëå. Îäíàêî, ïðè T, e−θ → 0 ðåøåíèå ñòàíî-âèòñÿ ñèíãóëÿðíûì â òî÷êå z = 0, ÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì âû÷èñëåíèå ýíåð-ãèè è ìíèìîé ÷àñòè äåéñòâèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîä ¾ïðåäåëüíûì ðåøåíèåì¿â äàëüíåéøåì áóäåì ïîíèìàòü íå òîëüêî ðåøåíèå â ¾ìÿãêîé¿ îáëàñòè, íî èñîîòâåòñòâóþùóþ ðåãóëÿðèçàöèþ ñèíãóëÿðíîñòè (�îðìóëû (2.61), (2.62)).



79Âû÷èñëèì ìíèìóþ ÷àñòü �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ. Åñòåñòâåííî ïðåäñòà-âèòü åãî êàê ñóììó âêëàäîâ ¾æåñòêîé¿ è ¾ìÿãêîé¿ ÷àñòåé ðåøåíèÿ. Ïðåíå-áðåãàÿ ÷ëåíàìè ïîðÿäêà µT , e−θ, ïîëó÷èì:
2ImShard = 2Im

∫

C,|z|<x∗

(

iπ

2(z − iT0)
− µ− 1

z − iT0

)

dz = 2π .Çäåñü x∗ � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî èç îáëàñòè ε≪ x∗ ≪ 1/µ. Âêëàä ¾ìÿãêîé¿÷àñòè ðåøåíèÿ çàïèøåì â âèäå
2ImSsoft = 2

∫

|x|>x∗

(φfb
′ − µ sh b sinu) dx

= 2πb(x∗) + 4

∫ ∞

x∗

(φf − tg u)b′ dx = 4

∫ ∞

0

(

u′

cos2 u
− φ′f

)

b dx ,(2.73)ãäå ïðè ïåðåõîäå êî âòîðîé ñòðîêå ìû èñïîëüçîâàëè óðàâíåíèå (2.64) è ñèì-ìåòðèþ ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ (2.69), à â ïîñëåäíåì âûðàæåíèèîïóùåíû ÷ëåíû, èñ÷åçàþùèå ïðè x∗ → 0. Õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ 2ImSsoftïîëó÷àåòñÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè:
2ImSlin

soft = 4

∫ ∞

0

a′b dx = 4π

(

−6ζ ′(−1) − ln 2

6
− ln π

2

)

= 3.83 ,ãäå èíòåãðàë âû÷èñëåí ïî �îðìóëàì 8.371.2, 3.951.14 èç [103℄. Èíòåãðèðóÿïîëíîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå (2.73), ïîëó÷àåì:
2ImSsoft = 3.98 .Çàìåòèì, ÷òî ýòî çíà÷åíèå � âåëè÷èíà òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è âêëàä 2π,ïîëó÷åííûé èç ¾æåñòêîé¿ ÷àñòè ðåøåíèÿ.Âàæíîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèÿ ïðåäåëüíîãî ðåøåíèÿ. Êàê è ðàíåå,ìû âû÷èñëÿåì ýíåðãèè íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé íåçàâèñèìî. Ôîð-ìóëà (2.47) äëÿ êîíå÷íîé ýíåðãèè ïðèìåíèìà â ïðåäåëå T → 0, à äëÿ íà÷àëü-íîé ýíåðãèè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü àíàëîã âûðàæåíèÿ (2.49):

Ei = 2π
e−θ

T − T0
= 2πAµ ,



80ãäå êîíñòàíòà A îïðåäåëåíà â �îðìóëå (2.71). Äëÿ íàéäåííîãî ÷èñëåííîãî ðå-øåíèÿ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ âûïîëíåíî Ef = Ei; ýòî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿêàê ïîäòâåðæäåíèå ñàìîñîãëàñîâàííîñòè èñïîëüçîâàííîãî ìåòîäà. Ïîëó÷åíîñëåäóþùåå çíà÷åíèå:
Eo = 2.65Es , (2.74)êîòîðîå íàçîâåì îïòèìàëüíîé ýíåðãèåé. Ñ ïåðâîãî âçãëÿäà, ðåçóëüòàò (2.74)âûçûâàåò óäèâëåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî ðåøåíèÿ

T/θ çàäà÷è äîëæíû ïîêðûâàòü âñþ îáëàñòü E ∈ [0; +∞). Óðàâíåíèå (2.74)ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî íå òàê: â ïðåäåëå T → 0 ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå ñ êîíå÷íîéýíåðãèåé E = Eo, òàê ÷òî ðåøåíèé ïðè E > Eo íå ñóùåñòâóåò. Ñ äðóãîéñòîðîíû, âû÷èñëåííàÿ ïðè îïòèìàëüíîé ýíåðãèè ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ íåðàâíà íóëþ:
Fm = F (N = 0, E = Eo) = 10.27 . (2.75)Âñòàåò âîïðîñ, êàê ïðîöåññ òóííåëèðîâàíèÿ ïðîèñõîäèò ïðè ýíåðãèÿõ âûøå

Eo, è ÷åìó ðàâíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ.Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëó÷åí â ñëåäóþùåé ãëàâå. Çäåñü îòìåòèì, ÷òîâî âñåõ �îðìóëàõ ýòîãî ðàçäåëà, äàæå â �îðìóëàõ äëÿ ¾æåñòêîé¿ îáëàñòè,ìîæíî ïîëîæèòü T = 0 (äëÿ ðåãóëÿðèçàóèè ðåøåíèé äîñòàòî÷íî äåðæàòüíåíóëåâûì ïàðàìåòð e−θ). Ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñóùåñòâóåò ñåìåé-ñòâî ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé T/θ çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèõ T = 0, θ 6= 0. Ýòèðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ¾èíñòàíòîíàìè äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè¿, èõ ñâîéñòâàïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ñ ãëàâå 3. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîêàæåì, ÷òî ýêñïîíåíòàïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè E > Eo, ò.å. ýêñïîíåíòà ïîäàâ-ëåíèÿ ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ ðàâíà (2.75).Âûðàæåíèÿ (2.74), (2.75), ïîëó÷åííûå â äàííîì ðàçäåëå, ñîîòâåòñòâóþòîäíîé òî÷êå ãðà�èêà íà ðèñ. 2. Â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå ìû íàõîäèì ðåøåíèÿïðè ìàëûõ T è e−θ = 0, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü �óíêöèþ F (E) â îáëàñòè
2.3Es < E < Eo, êîòîðàÿ íåäîñòóïíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ



81ìåòîäîâ ðàçäåëà 2.5.2.2.6.2 �åøåíèÿ ïðè ìàëûõ T Öåëü ýòîãî ïîäðàçäåëà äâîÿêà. Âî�ïåðâûõ, ìû ñîáèðàåìñÿ èññëåäîâàòü ñòðóêòóðó ðåøåíèé T/θ çàäà÷è ïðè ìà-ëûõ T . Âî�âòîðûõ, ìû ïîëó÷èì �îðìóëû äëÿ ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ, ïðè-ìåíèìûå â îáëàñòè 2.3Es < E < Eo, êîòîðàÿ íå ïîêðûòà ÷èñëåííûìè ðåçóëü-òàòàìè ðàçäåëà 2.5.2. ×òîáû ñäåëàòü àíàëèç ìàêñèìàëüíî ïðîçðà÷íûì, íèæåìû ðàáîòàåì â ïðåäåëå e−θ = 0 (òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà åäèíèö µ = 1).Ïðèáëèæåíèå, íàéäåííîå â ðàçäåëå 2.6.1, èìååò âèä íåñêîëüêèõ ïåðâûõ÷ëåíîâ ñèñòåìàòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåò-ðà T . Ïîêàæåì ýòî. Òàê êàê â ¾æåñòêîé¿ îáëàñòè z ∼ T , åñòåñòâåííî ïðåä-ñòàâèòü ¾æåñòêóþ¿ ÷àñòü ðåøåíèÿ â âèäå
φ

(h)
i,f = φ

(h0)
i,f (ζ) + Tφ

(h1)
i,f (ζ) + T 2φ

(h2)
i,f (ζ) + . . . , (2.76)ãäå ζ îáîçíà÷àåò ïåðåìàñøòàáèðîâàííóþ ïåðåìåííóþ:

ζ = z/T.[Ìû ðàçðåøàåì �óíêöèÿì φ
(h0)
i,f (ζ), φ

(h1)
i,f (ζ), . . . ñîäåðæàòü ÷ëåíû ïîðÿäêà

lnn T .℄ Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, â âèäå (2.76).Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.61), (2.62), (2.25), (2.72), ïîëó÷èì:
φ

(h)
i =

{

π

2
+ i ln

(

T

2

)

+ i ln(ζ − i)

}

+ T

{

2iA lnT + 2iA
ζ + i

ζ − i
ln

(

ζ + i

2i

)

− Aζ − i(A+ B)

} (2.77a)
φ

(h)
f =

π

2
+ T {−A(ζ − i) ln(ζ − i) −A(ζ + i) ln(ζ + i)−

−2Aζ ln

(

T

2

)

+ Bζ − πA

}

, (2.77b)ãäå êîý��èöèåíòû A è B îïðåäåëåíû â óðàâíåíèÿõ (2.71). Âèäíî, ÷òî ýòèâûðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïåðâûì äâóì ÷ëåíàì ðàçëîæåíèÿ (2.76).



82Â ¾ìÿãêîé¿ îáëàñòè z ∼ 1, ïîýòîìó ðàçëîæåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
φ

(s)
i,f = φ

(s0)
i,f (z) + Tφ

(s1)
i,f (z) + T 2φ

(s2)
i,f (z) + . . . . (2.78)Ïåðâûé ÷ëåí ýòîãî ðàçëîæåíèÿ íàéäåí â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå.×òîáû ïîñòðîèòü ïîëíîå ðåøåíèå, ñëåäóåò ñêëåèòü àñèìïòîòèêè ðàçëî-æåíèÿ (2.76) ïðè ζ → ∞ ñ ðàçëîæåíèåì (2.78) ïðè z → 0. Çàìåòèì, ÷òî òàêêàê àðãóìåíòû �óíêöèîíàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ â ðàçëîæåíèÿõ (2.76), (2.78)îòëè÷àþòñÿ ìàñøòàáíûì ìíîæèòåëåì T , ñêëåéêà ïåðåïóòûâàåò ÷ëåíû ðàçíî-ãî ïîðÿäêà ïî T . Òàê, â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû èñïîëüçîâàëè àñèìïòîòèêèïðèáëèæåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà ïî T (ñì. óðàâíåíèÿ (2.72)) äëÿ îïðåäåëåíèÿêîý��èöèåíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ¾æåñòêîé¿ îáëàñòè. Â ýòîì ðàçäåëå ìûâû÷èñëÿåì ïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðÿäêà â ¾ìÿãêîé¿ îáëàñòè.Òàê êàê e−θ = 0, �óíêöèÿ φ(s1)

i ðåãóëÿðíà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ¾ìÿã-êîé¿ îáëàñòè. Çíà÷èò, åå äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè íà äåéñòâèòåëüíîéîñè, a(1)(x) è b(1)(x), ñâÿçàíû �îðìóëîé Êîøè (2.66). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîéïîïðàâêè ñëåäóåò ëèíåàðèçîâàòü óðàâíåíèÿ (2.64), (2.65):
[

d

dx
− c(x)

]

b(1) = −s(x)u(1), (2.79)
[

d

dx
+ c(x)

]

u(1) = 2
da(1)

dx
− s(x)b(1) . (2.80)Êàê îáû÷íî, èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå u(1) = a(1) +φ

(1)
f . Êîý��èöèåíòû c(x),

s(x) îïðåäåëåíû �îðìóëàìè
c(x) = ch b(0) cosu(0) , s(x) = sh b(0) sin u(0) .�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè x = 0 ïîëó÷åíû èç óñëîâèÿ ñêëåéêè ñ ¾æåñòêîé¿ ÷à-ñòüþ ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì âûðàæåíèÿ (2.77a) â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé

z = Tζ è âûäåëèì ïðîïîðöèîíàëüíûå T ïîïðàâêè, �îðìàëüíî ðàññìàòðèâàÿïåðåìåííóþ z êàê âåëè÷èíó ïîðÿäêà 1. Êàê è ðàíåå, ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü



83ïîâåäåíèå �óíêöèé φ(s1)
i,f ïðè ìàëûõ z:

φ
(s1)
i →

{

1
z + 2iA ln

(

z
2 + i0

)

− i(A+ B) + πA
}

φ
(s1)
f → −πA

ïðè z → 0 ,Íàêîíåö, âñïîìíèì, ÷òî âñëåäñòâèå óðàâíåíèé (2.45) �óíêöèè a(1), b(1), u(1)ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè x→ +∞.Ïðèâåäåííàÿ âûøå çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ èòåðàòèâíî-ãî ìåòîäà ïîäîáíîãî òîìó, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.À èìåííî, ðàñ÷åò íà÷èíàåòñÿ ñ ãðóáîãî ïðèáëèæåíèÿ u(1) = 1/x, ïîñëå ÷å-ãî �óíêöèè b(1), a(1), u(1) íàõîäÿòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðåøå-íèÿ óðàâíåíèé (2.79), (2.66), (2.80). Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì óëó÷øåííîåïðèáëèæåíèå äëÿ u(1) èñïîëüçóåòñÿ íà ñëåäóþùåì öèêëå èòåðàöèé. Ïîñëå 30èòåðàöèé ïîëó÷àåì ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ 10−4.Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî Tâ ¾ìÿãêîé¿ è ¾æåñòêîé¿ îáëàñòÿõ. Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ýíåðãèþðåøåíèÿ (�îðìóëà (2.48)) â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïîëó÷èì:
E(T ) = El + 4πAT (2A lnT − B) +WT . (2.81)Â ýòîì óðàâíåíèè Eo îáîçíà÷àåò îïòèìàëüíóþ ýíåðãèþ, âòîðîé ÷ëåí ñîîòâåò-ñòâóåò âêëàäó ïîïðàâîê ïåðâîãî ïîðÿäêà â ¾æåñòêîé¿ îáëàñòè, à ïîñëåäíèé÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò ïîïðàâêó, ïîëó÷åííóþ ÷èñëåííî â ¾ìÿãêîé¿ îáëàñòè:

W = 4

+∞
∫

0

dx

[

dφ
(0)
f

dx

dφ
(1)
f

dx

]

= 9.6 .Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (2.81) äëÿ ýíåðãèè, ìîæíî âû÷èñëèòü ýêñïîíåíòó ïîäàâ-ëåíèÿ (ñì. óðàâíåíèÿ (2.6), (2.8)):
F
∣

∣

N=0
= Fm − T 2[f1 lnT + f2] , (2.82)ãäå Fm îáîçíà÷àåò ïîäàâëåíèå ïðè îïòèìàëüíîé ýíåðãèè, à êîíñòàíòû f1, f2ñâÿçàíû ñ êîý��èöèåíòàìè óðàâíåíèÿ (2.81). ×èñëåííî íàõîäèì: f1 = 17.9,

f2 = 49.5.



84Ìû èñïîëüçóåì âûðàæåíèÿ (2.81), (2.82) äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè F (E)â èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè 2.3Es < E < Eo (ñì. ðèñ. 2). Çàìåòèì, îäíàêî,÷òî âûðàæåíèÿ (2.81), (2.82) ïðèìåíèìû òîëüêî â îêðåñòíîñòè òî÷êè E = Eo;ïîïðàâêè ê ýòèì �îðìóëàì ðàñòóò ïðè óäàëåíèè îò îïòèìàëüíîé ýíåðãèè.Ïðè E = 2.3Es ìîæíî ñðàâíèòü çíà÷åíèå ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ, âû÷èñëåí-íîå ïî �îðìóëàì (2.81), (2.82), ñî çíà÷åíèåì, ïîëó÷åííûì ÷èñëåííî â ðàçäå-ëå 2.5.2. Ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà 0.5%.



85�ëàâà 3Ìåòîä èíñòàíòîíîâ äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè3.1 Îáùàÿ �îðìóëèðîâêàÂ ãëàâå 2 íà ïðèìåðå ïðîñòîé òåîðåòèêî�ïîëåâîé ìîäåëè áûëî ïîêàçàíî, ÷òîñîîòâåòñòâóþùèå èíäóöèðîâàííîìó òóííåëèðîâàíèþ (N = 0) ðåøåíèÿ T/θçàäà÷è ïîêðûâàþò îáëàñòü E < Eo; âåëè÷èíà Eo íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîéýíåðãèåé. Ïðè ýòîì, ðåøåíèå ñ îïòèìàëüíîé ýíåðãèåé ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå
T = 0, θ = +∞. Â ýòîé ãëàâå ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè îïòèìàëüíîé ýíåð-ãèè äîñòèãàåòñÿ àáñîëþòíûé ìèíèìóì ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà èí-äóöèðîâàííîãî òóííåëèðîâàíèÿ, à ïðè áîëåå âûñîêèõ ýíåðãèÿõ �óíêöèÿ F (E)îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé:

F (E) = Fm , E > Eo . (3.1)Ïðèâåäåì âûâîä îáùåãî êâàçèêëàññè÷åñêîãî ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëü-íîãî çíà÷åíèÿ Fm ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ, à òàêæå îïòèìàëüíîé ýíåðãèè
Eo, ïðè êîòîðîì ýòî çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ. Ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîãî âû-øå ìåòîäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �îðìóëà (3.1) âåðíà äëÿ ëþáîé êîíêðåòíîéòåîðåòèêî�ïîëåâîé ìîäåëè.�àññìîòðèì èíêëþçèâíóþ âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ èç ïîäïðîñòðàí-ñòâà ñîñòîÿíèé ñ çàäàííûì ÷èñëîì ÷àñòèö N è ëþáîé ýíåðãèåé (ñð. (3)):

Pm(N) =
∑

i,f

|〈f |ŜP̂N |i〉|2 . (3.2)Êàê è ðàíåå, Ŝ îáîçíà÷àåò S�ìàòðèöó; P̂N � ïðîåêòîð íà ñîñòîÿíèÿ ñ N ÷à-ñòèöàìè. Íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ, |i〉 è |f〉 ñîîòâåòñòâåííî, äîëæíûáûòü ðàçäåëåíû ïîòåíöèàëüíûì áàðüåðîì. Âïîñëåäñòâèè ìû óâèäèì, ÷òî âå-ëè÷èíà (3.2) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êâàçèêëàññè÷åñêè, åñëè íà÷àëüíîå ÷èñëî÷àñòèö ïàðåìåòðè÷åñêè âåëèêî, N = Ñ/g2. �åçóëüòàò èìååò ýêñïîíåíöèàëü-



86íûé âèä:
Pm(N) ∝ e−Fm(Ñ)/g2

. (3.3)�åçóëüòàò (3.3) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîëó÷åíèÿ èí�îðìàöèè îá ýêñ-ïîíåíòå ïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà èíäóöèðîâàííîãî òóííåëèðîâàíèÿ. Èç ïðèâå-äåííûõ âî Ââåäåíèè ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî èíêëþçèâíàÿ ìíîãî÷àñòè÷íàÿâåðîÿòíîñòü Pm(N) óñòàíàâëèâàåò îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà èñêîìóþ äâóõ÷à-ñòè÷íóþ âåðîÿòíîñòü P(E) ïðè ïðîèçâîëüíûõ ýíåðãèÿõ E. Äåéñòâèòåëüíî,ýíåðãèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â �îðìóëå (3.2) ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëü-øîé, à ëþáîå äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå ìîæíî ïðåâðàòèòü â ìíîãî÷àñòè÷íîå,äîáàâëÿÿ íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî íå âëèÿþùèõ íà ïðîöåññ òóííåëèðîâàíèÿ÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
Fm(Ñ) ≤ Fm ≡ min

E∈[0; +∞)
F (E) . (3.4)Áîëåå òîãî, èç ïðåäïîëîæåíèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî

lim
Ñ→0

Fm(Ñ) = Fm ≡ min
E∈[0; +∞)

F (E) . (3.5)Ñîîòíîøåíèå (3.5) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ýêñïîíåíòûïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà èíäóöèðîâàííîãî òóííåëèðîâàíèÿ.Çàéìåìñÿ êâàçèêëàññè÷åñêèì âû÷èñëåíèåì ìíîãî÷àñòè÷íîé ýêñïîíåíòû
Fm(Ñ). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì èíêëþçèâíóþ âåðîÿòíîñòü Pm(N) â âèäå �óíê-öèîíàëüíîãî èíòåãðàëà. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî P̂N · P̂N = P̂N , ïåðåïèøåì âûðà-æåíèå (3.2) â âèäå
Pm(N) =

∑

i′,i′′,f

〈f |Ŝ|i′〉〈i′|P̂N |i′′〉〈i′′|Ŝ|f〉 =

=

∫

D[φf , a, a
∗, b, b∗]e−

1
g2

∫

dk[aka∗

k
+bkb∗

k
]〈φf |Û |a〉 〈a|P̂N |b〉 [〈φf |Û |b〉]∗ , (3.6)ãäå |φf〉 � ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðîâ ïîëÿ φ̂, à |a〉, |b〉 � êîãåðåíòíûåñîñòîÿíèÿ:

φ̂(x)|φ〉 =
φ(x)

g
|φ〉 , âk|a〉 =

ak

g
|a〉 .



87Â ïîñëåäíåé ñòðîêå ðàâåíñòâà (3.6) ìû ïåðåøëè â ïðåäñòàâëåíèå �àéçåíáåð-ãà, îáîçíà÷èâ çà Û ≡ Û(Tf , Ti) îïåðàòîð ýâîëþöèè. Çäåñü è äàëåå ïîäðàçó-ìåâàåòñÿ ïðåäåë Tf → +∞, Ti → −∞. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå àìïëèòóäûïåðåõîäà â âèäå �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà, ïîëó÷èì:
〈φf |Û |a〉 =

∫

φ(Tf )=φf

Dφ exp

{

1

g2

(

iS̃[φ] + Bi(φi, a)
)

}

, (3.7)ãäå ãðàíè÷íûé ÷ëåí Bi âîçíèêëî èç�çà íåòðèâèàëüíîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòàäëÿ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé 〈φ|a〉:
Bi(φi, a) =

∫

dk

{

−1

2
aka−k −

ωk

2
φi(k)φi(−k) +

√
2ωkakφi(k)

}

.Â ýòîì âûðàæåíèè φi(k) îáîçíà÷àåò îáðàç Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êî-îðäèíàòàì ïîëåé ïðè t = Ti. Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïðîåêòîðà P̂N çàïèøåì ââèäå (ñì., ê ïðèìåðó, ðàáîòû [57, 104℄):
〈a|P̂N |b〉 =

i∞
∫

−i∞

dθ exp

{

1

g2

(

Ñθ +

∫

dk a∗
k
bke

−θ

)}

. (3.8)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (3.7), (3.8) â �îðìóëó (3.6) è èíòåãðèðóÿ ïî ïåðåìåí-íûì b, b∗, ïîëó÷èì èñêîìîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:
Pm(N) =

∫

φ(Tf )=φ′(Tf )

D[φ, φ′, a, a∗]dθ e−F/g2

, (3.9)ãäå
F = −Ñθ − iS̃[φ] + iS̃[φ′] − Bi(φi, a) − B∗

i (φ
′
i, a) +

∫

dk a∗
k
ake

θ . (3.10)Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî �óíêöèè φ′ â âûðàæåíèè (3.9) âîçíèêàåòèç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé àìïëèòóäû
[〈φf |Û |b〉]∗.Îïðåäåëåííûé �îðìóëîé (3.10) �óíêöèîíàë F [φ, φ′; T, θ] íå çàâèñèò îòêîíñòàíòû ñâÿçè g. Çíà÷èò, â ïðåäåëå ñëàáîé ñâÿçè èíòåãðàë (3.9) âû÷èñëÿåòñÿ



88ïî ìåòîäó ïåðåâàëà. Ñåäëîâûå óðàâíåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä. Ýêñòðåìèçà-öèÿ �óíêöèîíàëà (3.10) ïî îòíîøåíèþ ê ïîëÿì φ, φ′ ïðèâîäèò ê êëàññè÷åñêèìóðàâíåíèÿì ïîëÿ:
δS̃

δφ
=
δS̃

δφ′
= 0 . (3.11a)Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷àþòñÿ èç óñëîâèé ýêñòðåìóìà âû-ðàæåíèÿ (3.10) ïî îòíîøåíèþ ê çíà÷åíèÿì, ïðèíèìàåìûì ïîëÿìè â íà÷àëå èâ êîíöå êâàçèêëàññè÷åñêîé ýâîëþöèè. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå δS/δφ(Tf ,x) =

φ̇(Tf ,x) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèå ñâÿçè (ñì. (3.9))
φ(Tf ,x) = φ′(Tf ,x) , (3.11b)ïîëó÷èì:
φ̇(Tf ,x) = φ̇′(Tf ,x) . (3.11
)Â íà÷àëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè Ti → −∞ ýâîëþöèÿ ïîëåé φ, φ′ ëè-íåéíà1:

φi =

∫

dk

(2π)1/2
√

2ωk

(

fke
−iωkTi + g∗−k

eiωkTi
)

eikx ,

φ′i =

∫

dk

(2π)1/2
√

2ωk

(

f ′
k
e−iωkTi + g′∗−k

eiωkTi
)

eikx .Äè��åðåíöèðîâàíèå �óíêöèîíàëà F ïî ïîëÿì φi, φ′i, a, a∗ ïðèâîäèò ê ñëå-äóþùèì ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó ïîëîæèòåëüíî� è îòðèöàòåëüíî� ÷àñòîòíûìè÷àñòÿìè ðåøåíèÿ:
f ′
k

= fke
θ , g′∗

k
= g∗

k
e−θ . (3.11d)Óïðîñòèì ñèñòåìó ñåäëîâûõ óðàâíåíèé (3.11). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî êîí-�èãóðàöèè φ è φ′ ñîîòâåòñòâóþò ñåäëîâûì òî÷êàì, íàñûùàþùèì �óíêöèî-íàëüíûå èíòåãðàëû äëÿ àìïëèòóäû è êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé àìïëèòóäûñîîòâåòñòâåííî. Ýòî íàáëþäåíèå ïðèâîäèò ê ïîäñòàíîâêå

φ′(t,x) = [φ(t,x)]∗,1Äëÿ êîíêðåòíîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ âîçáóæäåíèåì íàä âàêóóìîì
φ = 0.



89êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç êðàåâóþ çàäà÷ó (3.11) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñåäëîâîå çíà-÷åíèå ïàðàìåòðà θ äåéñòâèòåëüíî. Îñòàâøèåñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè óðàâíåíèÿñîñòàâëÿþò êðàåâóþ çàäà÷ó, êîòîðîé äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïîëÿ φ(t,x).Óñëîâèÿ (3.11b), (3.11
) îçíà÷àþò, ÷òî ïîëÿ äåéñòâèòåëüíû â àñèìïòîòè÷å-ñêîì áóäóùåì:
Imφ(t,x) → 0 , Imφ̇(t,x) → 0 ïðè t→ +∞ , (3.12a)à èç óðàâíåíèé (3.11d) ñëåäóåò, ÷òî

fk = e−θgk . (3.12b)Êðàåâîå óñëîâèå (3.12b) ïðè t→ −∞ ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì, íàêëàäûâàåìûìâ îáùåé T/θ çàäà÷å â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðîøëîì. Â öåëîì, ëåãêî âèäåòü, ÷òîïîëó÷åííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (3.11a), (3.12) ñîâïàäàåò ñ T/θ çàäà÷åé ñ T = 0.Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé â çàäà÷å (3.11a), (3.12) ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîìíåèçâåñòíûõ, ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî íàïåðåä çíà÷å-íèÿ θ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå φrt(t,x). Ìû íàçûâàåì ýòî ðåøåíèå¾èíñòàíòîíîì äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè¿, òàê êàê îíî çàäàíî â äåéñòâèòåëü-íîì âðåìåíè, â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî èíñòàíòîíà, îïðåäåëåííîãî íà åâêëè-äîâîé îñè. Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî èíñòàíòîíîâ äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè.Â ãëàâàõ 1, 2 îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ θ� èíñòàíòîíû óäîâëå-òâîðÿþò óñëîâèþ äåéñòâèòåëüíîñòè òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè, îñòàâàÿñü êîì-ïëåêñíûìè ïðè êîíå÷íûõ t ∈ R. Â íàøåì ñëó÷àå êîìïëåêñíîñòü ðåøåíèÿíà äåéñòâèòåëüíîé îñè ãàðàíòèðîâàíà óñëîâèåì (3.12b), ïîýòîìó èíñòàíòîíûäåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè äîëæíû ñòðåìèòüñÿ ê ñ�àëåðîíó ïðè t→ +∞. Òà-êèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.11a), (3.12) ñîîòâåòñòâóþò ïåðåõîäàì ÷åðåçïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, ïðîèñõîäÿùèì â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò òóí-íåëüíîå ðîæäåíèå ñ�àëåðîíà, çàòåì � åãî ðàñïàä 
 âåðîÿòíîñòüþ ïîðÿäêàåäèíèöû.Ïîñëåäíåå ñåäëîâîå óðàâíåíèå, ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèþ ýêñòðåìóìà âûðà-æåíèÿ (3.10) ïî ïàðàìåòðó θ, ñâÿçûâàåò çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà ñ íà÷àëü-



90íûì ÷èñëîì ÷àñòèö:
Ñ =

∫

dkfkg
∗
k
. (3.13)Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è â âûðàæåíèå (3.10), ïîëó÷èì �îðìó-ëó (3.3) äëÿ âåðîÿòíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ, ãäå ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ îïðå-äåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ

Fm(Ñ) = −Ñθ + 2Im

{

S̃[φrt] +
1

2

∫

dxφrtφ̇rt

∣

∣

∣

∣

t=Ti

}

. (3.14)Çàìåòèì, ÷òî ÷ëåí â ñêîáêàõ ñîîòâåòñòâóåò ïðîèíòåãðèðîâàííîìó ïî ÷àñòÿìäåéñòâèþ, êîòîðîå âû÷èñëåíî íà ðåøåíèè.Ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ (N 6= 0) èíñòàíòîíû äåéñòâèòåëü-íîãî âðåìåíè ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè êîí�èãóðàöèÿìè. Ñëåäóåòîæèäàòü, ÷òî èõ êëàññè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ Eo(Ñ) êîíå÷íà. Òàê êàê êâàçèêëàññè-÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (3.11a), (3.12) ñîâïàäàåò ñ T/θ çàäà÷åé ñ T = 0, ìèíè-ìàëüíàÿ ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ (3.14) ñîâïàäàåò ñ ýêñïîíåíòîé ïîäàâëåíèÿïåðåõîäà ïðè �èêñèðîâàííûõ ýíåðãèè E = Eo(N) è ÷èñëå ÷àñòèö N . [Çíà-÷åíèå ýíåðãèè Eo(N), ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó èíñòàíòîíó äåéñòâèòåëüíîãîâðåìåíè, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî îáùåé �îðìóëå (2.5a).℄ Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òîïðè ýíåðãèè E = Eo(N) äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì �óíêöèè F (E,N):
Fm(N) = min

E∈[0; +∞)
F (E,N) .Â ïðåäåëå

Eo = lim
N→0

Eo(N). (3.15)Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðèëüíóþ ýíåðãèþ ïðîöåññà èíäóöèðîâàííîãî òóííåëè-ðîâàíèÿ2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ýíåðãèÿõ âûøå îïòèìàëüíîé ïðîöåññ ïåðåõî-äà ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â íà÷àëå ïðîöåññà ñèñòåìà îñâîáîæäàåòèçáûòîê ýíåðãèè (E−Eo), èñïóñêàÿ ïåðòóðáàòèâíî îäíó èëè íåñêîëüêî ÷àñòèö2Âîîáùå ãîâîðÿ, íå èñêëþ÷åí ñëó÷àé, êîãäà Eo(Ñ) → ∞ ïðè Ñ → 0. Â ðàññìîòðåííîì íèæå ïðèìåðåçíà÷åíèå Eo êîí÷íî.



91(ýòîò ïðîöåññ ïîäàâëåí ëèøü ñòåïåííûì îáðàçîì ïî g2), à çàòåì òóííåëèðó-åò ïðè îïòèìàëüíîé ýíåðãèè. Ýòîò äâóõ�ñòóïåí÷àòûé ïðîöåññ, áûë âïåðâûåïðåäëîæåí â ðàáîòå [87℄. Ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ ýòîãî ïðîöåññà ðàâíà Fm.Òàêèì îáðàçîì, F (E) îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè E > Eo, ò.å. �îðìóëà (3.1)âûïîëíåíà.3.2 Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿÑ ïîìîùüþ ìåòîäà èíñòàíòîíîâ äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè âû÷èñëèì ýêñïî-íåíòó ïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà èíäóöèðîâàííîãî ðîæäåíèÿ êðàåâûõ ñîëèòîíîâ âìîäåëè ãëàâû 2. Â ýòîé ìîäåëè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3.11a), (3.12) ìî-ãóò áûòü ïîëó÷åíû ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà, èñïîëüçî-âàííîãî äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé â ðàçäåëå (2.6). Êàê è ðàíåå, ââåäåì �óíêöèè
a, b, u è ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ ïîëÿ (3.11a) â âèäå (2.64), (2.65). Ôóíêöèÿ
u(x) = a(x) + φf(x) ïî-ïðåæíåìó äåéñòâèòåëüíà âñëåäñòâèå óñëîâèÿ (3.12b).Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ, ðàññìàòðèâàåìîãî â ðàçäåëå (2.6), ìû èùåìðåøåíèÿ, ðåãóëÿðíûå íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè, âêëþ÷àÿ òî÷êó x = 0.Óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè, íàêëàäûâàåìîå ñîâìåñòíî ñ òðåáîâàíèåì ñèììåòðèè

-4

-2

0

2

4

-4 -2 0 2 4

µx

π

0

b(x)

a(x)

u(x)

�èñ. 3.1. Ïðèìåð èíñòàíòîíà äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè (θ = 2.04, N = 2.3).



92îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.69), ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ïðè
x = 0:

b′(0) = 0 , a(0) = 0 , u(0) = π/2 . (3.16)Êðàåâûå óñëîâèÿ â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðîøëîì çàïèøåì â âèäå, àíàëîãè÷-íîì (2.66); òàê êàê θ êîíå÷íî, �îðìóëó (2.66) íåîáõîäèìî ìîäè�èöèðîâàòü.Òðåáóåìàÿ ìîäè�èêàöèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çà-ìåòèì, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ ã è ìíèìàÿ b̃ ÷àñòè �óíêöèè χ, îïðåäåëåííîé�îðìóëàìè (2.13), (2.14), ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (2.66). Èñïîëüçóÿ óðàâíå-íèå (2.13), �óíêöèè a, b ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ã, b̃. Ïîëó÷èì:
a′(x) =

1 + e−θ

1 − e−θ
· 1

πx
P
∫ ∞

−∞
dx1

x1b
′(x1)

x1 − x
. (3.17)Íàêîíåö, âûðàçèì b(x) èç óðàâíåíèÿ (2.64) (â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ðàçäåëà 2.6,êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ îñòàâëÿåì ïðîèçâîëüíîé):

b(x) = ln th

(

−µ
2

∫ x

0

cosu(x1)dx1 + κ

)

. (3.18)×èñëåííûå ðåøåíèÿ ïîëó÷èì èòåðàòèâíî, ðåøàÿ îäíî çà äðóãèì óðàâíåíèÿ(3.18), (3.17), (2.65). Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà κ îïðåäåëÿåòñÿ íà êàæäîì öèêëåèòåðàöèé èç òðåáîâàíèÿ âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.16), (2.68). Ïðè-ìåð ðåøåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 3.1.Êëàññè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ è ìíèìàÿ ÷èñòü äåéñòâèÿ äëÿ èíñòàíòîíîâ äåéñòâè-òåëüíîãî âðåìåíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (2.47), (2.17). Íà÷àëüíîå ÷èñëî÷àñòèö (âûðàæåíèå (3.13)) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
N = − 2

sh θ

∫ +∞

−∞
a′b dx .Ýíåðãèÿ è ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ êàê �óíêöèè íà÷àëüíîãî ÷èñëà ÷àñòèö ïî-êàçàíû íà ðèñ. 3.2. �ðà�èêè íà÷èíàþòñÿ èç òî÷êè N = 0 (θ = +∞), ñîîò-âåòñòâóþùåé ïðåäåëüíîìó ðåøåíèþ ïîäðàçäåëà 2.6.1, è çàêàí÷èâàþòñÿ ïðè

N = 3.7, ãäå ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,
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N�èñ. 3.2. Ýíåðãèÿ èíñòàíòîíîâ äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè è ïîñ÷èòàííàÿ íàíèõ ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ êàê �óíêöèè íà÷àëüíîãî ÷èñëà ÷àñòèö.âåòâü èíñòàíòîíîâ äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè èíòåðïîëèðóåò ìåæäó ïðåäåëü-íîé òî÷êîé è òî÷êîé, ñîîòâåòñòâóþùåé êëàññè÷åñêîìó íàäáàðüåðíîìó ïåðå-õîäó.3.3 Êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå òóííåëèðîâàíèÿ ïðè ýíåðãèÿõâûøå îïòèìàëüíîéÂ ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèìåíÿåì êâàçèêëàññè÷åñêèé ìåòîä, êîòîðûé íåñêîëü-êî îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäîâ, èñïîëüçîâàííûõ â äðóãèõ ðàçäåëàõ äèññåðòàöèè.Âìåñòî èíêëþçèâíîé âåðîÿòíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ (3), ìû èçó÷àåì òóííå-ëèðîâàíèå èç �èêñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì ÷àñòèö Nè ýíåðãèåé E. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýíåðãèÿ ïðåâûøàåò ýíåðãèþ èíñòàíòîíàäåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè, íàéäåííîãî ïðè òîì æå íà÷àëüíîì ÷èñëå ÷àñòèö,
E > Eo(N). Ïîêàæåì, ÷òî ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà ïåðåõîäà èç ñïå-öèàëüíî ïîäîáðàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñîâïàäàåò ñ ýêñïîíåíòîé, ïîñ÷è-òàííîé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èíñòàíòîíà äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè.Èñïîëüçóÿ ïîäõîä ðàáîòû [105℄, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîëåâàÿ êîí-�èãóðàöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïîëåâûì óðàâíåíèÿì â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíî-ãî âðåìåíè è äåéñòâèòåëüíàÿ ïðè t → +∞, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ



94îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ âèäà
P̃(E,N ; a) =

∑

f

|〈f |ŜP̂EP̂N |a〉|2
〈a|P̂EP̂N |a〉

. (3.19)Çäåñü ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî ïî êîíå÷íûì ñîñòîÿíèÿì, à â êà-÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ P̂EP̂N |a〉 âûáðàíî êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå, ñïðî-åêòèðîâàííîå íà ïîäïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñ äàííîé ýíåðãèåé è ÷èñëîì ÷à-ñòèö. Äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî íàïåðåä ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåå êîãåðåíòíîåñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
âk|a〉 = fk|a〉 , (3.20)ãäå fk îáîçíà÷àþò ïîëîæèòåëüíî�÷àñòîòíóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ3 φ(t, x) ïðè t →

−∞:
φ(t, x)

∣

∣

∣

t→−∞
=

1

(2π)1/2

∫

dk√
2ωk

(

fke
−iωkt+ikx + g∗ke

iωkt−ikx
)

.Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòîòíûå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ òåïåðü îïðåäåëÿþòñÿ âäîëüîñè äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè. Ýíåðãèÿ E è íà÷àëüíîå ÷èñëî ÷àñòèö N ïî�ïðåæíåìó âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (2.5). Â ÷àñòíîñòè, ýíåðãèÿ ñîâïàäàåòñ êëàññè÷åñêîé ýíåðãèåé ðåøåíèÿ. Ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòèòóííåëèðîâàíèÿ (3.19) �îðìàëüíî çàäàíà âûðàæåíèåì (2.8), ãäå çíà÷åíèÿ ïà-ðàìåòðîâ T è θ òåïåðü îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé
E =

∫

dkωkfkf
∗
ke2ωkT+θ , N =

∫

dkfkf
∗
k e2ωkT+θ . (3.21)Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ è ÷èñëî ÷àñòèö ñîñòîÿíèÿ |a〉 íå ñîâïàäàþò ñîçíà÷åíèÿìè E è N .�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîí�èãóðàöèþ, êîòîðàÿ ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò èí-ñòàíòîíà äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè:

φ(t, x) = φ(rt)(t, x) + αψ(t/β, x/β) , (3.22)3Äëÿ ïðîñòîòû çäåñü è äàëåå ìû ïèøåì �îðìóëû äëÿ (1+1)� ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè. Îáîá-ùåíèå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé òðèâèàëüíî.



95ãäå ìàëàÿ ïîïðàâêà ïðåäñòàâëåíà �óíêöèåé ψ(t̃, x̃), êîòîðàÿ äåéñòâèòåëüíàïðè t̃ ∈ R, è äîñòàòî÷íî áûñòðî ñïàäàåò ïðè x̃→ ∞ è �èêñèðîâàííîì t̃. Ïðèìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α, β õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà èçìåíåíèÿ ïîïðàâêèâåëèêà, ïîýòîìó �óíêöèÿ ψ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Äàëàìáåðà. Çàïèøåìîáùåå ðåøåíèå â âèäå. Ïîëó÷èì:
E = E(rt) +

α2

β

∫

dk|ψk|2|k| + O(α, β)

N = N (rt) + O(α, β) .Çäåñü ìû ïðèíÿëè âî âíèìàíèå, ÷òî ëèíåéíûå âêëàäû âèäà
α
√
β
∫

dkψ(kβ)f
∗(rt)
k ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òàê êàê âîëíîâîé ïàêåò ψ(t̃, x̃)õîðîøî ëîêàëèçîâàí ïðè �èêñèðîâàííîì t̃ (ψk êëíå÷íî ïðè k → 0), àèíñòàíòîí äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ (f (rt)

k → 0 ïðè
k → +∞). Ïðèâåäåííûå �îðìóëû ïîêàçûâàþò, ÷òî â ïðåäåëå

α, β → 0 , α2/β �èêñèðîâàíîðåøåíèå (3.22) îïèñûâàåò òóííåëèðîâàíèå èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîåîòëè÷àåòñÿ îò èíñòàíòîíà äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè äîáàâëåíèåì íåñêîëüêèõ÷àñòèö, íåñóùèõ êâàçèêëàññè÷åñêè áîëüøóþ ïîðöèþ ýíåðãèè. Ïîñòðîåííîåðåøåíèå îïèñûâàåò. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïîïðàâêè êìíèìîé ÷àñòè äåéñòâèÿ ìàëû, òàêæå êàê ìàëû è ïîïðàâêè ê ïàðàìåòðàì
T , θ (ñì. ñîîòíîøåíèÿ (3.21)). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ýêñïîíåíòàïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà ïåðåõîäà èç âûáðàííîãî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñîñòîÿ-íèÿ ñ �èêñèðîâàííûìè N , E > Eo(N), ñîâïàäàåò ñ ýêñïîíåíòîé, ïîëó÷åííîéäëÿ èíñòàíòîíà äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîïðàâîê ïîðÿä-êà O(α, β).Êàê è ðàíüøå, ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà èíäóöèðîâàííîãî òóí-íåëèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ïðåäåëå N → 0. Òàêèì îáðàçîì, ðå-çóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà ïîäòâåðæäàþò, ÷òî F (E) îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè
E > Eo.



96�ëàâà 4Îñîáåííîñòè òóííåëèðîâàíèÿ â ìîäåëÿõ êâàíòîâîé êîñìîëîãèè4.1 Ìîäåëü òóííåëüíîãî ðîæäåíèÿ çàìêíóòîé âñåëåííîéÒðàäèöèîííûé �îðìàëèçì êâàíòîâîé êîñìîëîãèè îñíîâàí íà ý��åêòèâíîìíèçêîýíåðãåòè÷åñêîì óðàâíåíèè Óèëåðà�Äå Âèòòà [106℄, êîòîðîå ïðèìåíè-ìî íà ðàññòîÿíèÿõ, ïðåâûøàþùèõ ïëàíêîâñêèé ìàñøòàá lPL = 10−33 ñì. Ñïîìîùüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ îñîáåííî èíòåðåñíî èçó÷àòü ðàííèå ýòàïû ýâî-ëþöèè âñåëåííîé, êîãäà êâàíòîâûå ý��åêòû ìîãóò èãðàòü ñóùåñòâåííóþðîëü. Ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ðîæäåíèÿ âñåëåí-íîé [88, 91, 107, 108℄; îíè ýêâèâàëåíòíû íàëîæåíèþ ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ óñëî-âèé íà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Óèëåðà�Äå Âèòòà. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîò-ðèì óñëîâèÿ Âèëåíêèíà, êîòîðûå àíàëîãè÷íû êðàåâûì óñëîâèÿì, íàêëàäû-âàåìûì íà âîëíîâûå �óíêöèè â êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷àõ ðàññåÿíèÿ.Ïîñëå íàëîæåíèÿ ýòèõ óñëîâèé êâàíòîâîå ðîæäåíèå çàìêíóòîé âñåëåííîéèç ¾íè÷òî¿ ïðèîáðåòàåò âèä òóííåëüíîãî ïðîöåññà [88�92℄ (ñì. òàêæå îáçîð[109℄). Â ðàáîòå [88℄ èññëåäîâàíà îäíîìåðíàÿ ìîäåëü ðîæäåíèÿ ïóñòîé îäíî-ðîäíîé èçîòðîïíîé âñåëåííîé. Ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñâîéñòâà ïðîöåññàòóííåëüíîãî ðîæäåíèÿ âñåëåííîé áóêâàëüíî ïîâòîðÿþò ñâîéñòâà òóííåëèðî-âàíèÿ â îäíîìåðíîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå.Â ýòîé ãëàâå ìû ïîêàæåì, ÷òî äîáàâëåíèå ìàòåðèàëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáî-äû ìîæåò êà÷åñòâåííî èçìåíèòü ïðîöåññ òóííåëèðîâàíèÿ â êâàíòîâîé êîñ-ìîëîãèè. �àññìîòðèì ìîäåëü, â êîòîðîé èìååòñÿ ìàññèâíîå ñêàëÿðíîå ïîëå ñêîí�îðìíîé ñâÿçüþ. Äåéñòâèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ çàïèøåì â âèäå:
SΦ =

∫

d4x
√−g

(

1

2
gµν∂µΦ∂νΦ − 1

2
m2Φ2 +

1

12
RΦ2

)

.Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèáëèæåíèåì ìèíèñóïåðïðîñòðàíñòâà, ò.å. îãðàíè÷èìñÿ ðàñ-



97ñìîòðåíèåì òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûõ ïîëåé:
gµν = a2(η) · diag(N2(η),−1,−1,−1), Φ =

φ(η)

a(η)
,ãäå η îáîçíà÷àåò âðåìåííóþ ïåðåìåííóþ, N(η) � �óíêöèþ âðåìåííîãî ñäâè-ãà, à a(η) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàñøòàáíûé �àêòîð. Ôóíêöèÿ ñäâèãà N(η) íåÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé, åå �èêñàöèÿ ýêâèâàëåíòíà îïðåäåëåííî-ìó âûáîðó ïàðàìåòðèçàöèè âðåìåíè. Âïîñëåäñòâèè áóäåì èñïîëüçîâàòü êà-ëèáðîâêó N = 1, à ïåðåìåííóþ η áóäåì íàçûâàòü êîí�îðìíûì âðåìåíåì.Çàïèøåì äåéñòâèå äëÿ ìîäåëè ìèíèñóïåðïðîñòðàíñòâà â âèäå1:

S = Sa + Sφ , (4.1)
Sa =

∫

dη(ȧπa −NHa) , (4.2)
Sφ =

∫

dη (φ̇πφ −NHφ) , (4.3)ãäå ãàìèëüòîíèàíû ãðàâèòàöèîííîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé çàäàíû ñëåäóþùèìèâûðàæåíèÿìè:
Ha = −π

2
a

2
−
(

a2

2
− Λa4

)

, (4.4)
Hφ =

π2
φ

2
+

1

2
(1 +m2a2)φ2 . (4.5)Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ �àìèëüòîíà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ îòðèöàòåëüíîîïðåäåëåíà.Ïîñëå êâàíòîâàíèÿ êîîðäèíàòû â, φ̂ è èìïóëüñû π̂a, π̂φ ñòàíîâÿòñÿ îïåðà-òîðàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñòàíäàðòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì.Âñëåäñòâèå êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè âîçíèêàåò óðàâíåíèå ñâÿçè, íà-êëàäûâàåìîå íà âîëíîâóþ �óíêöèþ âñåëåííîé:

(Ĥa + Ĥφ)Ψ + ǫΨ = 0 . (4.6)1Äëÿ óäîáñòâà â âûðàæåíèè (4.1) èñïîëüçîâàíà ïëàíêîâñêàÿ ñèñòåìà åäèíèö, à ïîëÿ ïåðåìàñøòàáèðî-âàíû.



98Óðàâíåíèå (4.6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå Óèëåðà�Äå Âèòòà äëÿ ìîäå-ëè (4.1). Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð ǫ, ââåäåííûé â óðàâíåíèå ñ öåëüþ ðåãóëÿðè-çàöèè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (òóííåëèðîâàíèå èç ¾íå÷òî¿), ìîæåò âîçíèêíóòüïîñëå äîáàâëåíèÿ â ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî êîí�îðìíîãî ñêà-ëÿðíîãî ïîëÿ [89℄.Îòìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû íå ïîëî-æèòåëüíî îïðåäåëåí, ìîäåëü (4.1) êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé. Òàê, óðàâíåíèå Óèëåðà�Äå Âèòòà (4.6)ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, ïîýòîìó ñòàíäàðòíûå êâàçè-êëàññè÷åñêèå ìåòîäû îïèñàíèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî òóííåëèðîâàíèÿ ìî-ãóò áûòü íå ïðèìåíèìû äëÿ îïèñàíèÿ êâàíòîâîãî ðîæäåíèÿ âñåëåííîé. Äëÿêà÷åñòâåííîãî ïîíèìàíèÿ �èçèêè ïðîöåññà êàòàñòðî�è÷åñêîãî ðîæäåíèÿ ÷à-ñòèö ìîæíî �îðìàëüíî ðàññìàòðèâàòü ãàìèëüòîíèàí ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Ĥφêàê êîíñòàíòó. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (4.6) îïèñûâàåò òóííåëèðîâàíèå îä-íîìåðíîé ñèñòåìû ñ ýíåðãèåé (ǫ+ Hφ) ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð
V (a) =

a2

2
− Λa4 .Ìû âèäèì, ÷òî âîçáóæäåíèå ìàòåðèàëüíîé ñòåïåíè ñâîáîäû (óâåëè÷åíèå Ĥφ)âåäåò ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó óâåëè÷åíèþ âåðîÿòíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ, è ïðî-öåññ ðîæäåíèÿ ÷àñòèö îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå îáðàòíîå âëèÿíèå íà òóííåëü-íûé ïðîöåññ. Ýòî ñâîéñòâî è îòëè÷àåò ìîäåëü (4.1) îò êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõìîäåëåé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìîäåëè (4.1) ïåðòóðáàòèâíîå ðàçëîæå-íèå âáëèçè îäíîìåðíîãî êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íå ðàáîòàåò [92℄; çàäà÷óïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ÷èñëåííî.4.2 ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Óèëåðà�Äå ÂèòòàÂ ýòîì è ïîñëåäóþùåì ðàçäåëàõ ìû ÷èñëåííî ðåøàåì óðàâíåíèÿ Óèëåðà�Äå Âèòòà äëÿ ìîäåëüíûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, êèíåòè÷åñêèå



99÷ëåíû êîòîðûõ èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè. �åçóëüòàò, êîòîðûé ìû ïîëó-÷èì, ãîâîðèò î òîì, ÷òî äëÿ øèðîêîãî äèàïîçîíà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäå-ëè òóííåëèðîâàíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðîöåññîì êàòàñòðî�è÷åñêîãî ðîæäåíèÿ÷àñòèö.Äëÿ ý��åêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìîäåëü (4.1) ñëåäóåòìîäè�èöèðîâàòü. Óäîáíî ÿâíî èñêëþ÷èòü çàâèñèìîñòü îò ìàëîé êîñìîëîãè-÷åñêîé ïîñòîÿííîé Λ, ñ ïîìîùüþ çàìåíû
b =

√
Λa .Óðàâíåíèå Óèëåðà �Äå Âèòòà ïðèíèìàåò âèä:

[

1

2
Λ
∂2

∂b2
− 1

Λ
(U(b) − ǫ̃) + Ĥφ

]

Ψ(b) = 0 , (4.7)ãäå èñïîëüçîâàíî êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïî b, à ïðåäñòàâëåíèå îïåðà-òîðîâ π̂φ, φ̂ íå �èêñèðîâàíî. �àìèëüòîíèàí ìàòåðèè
Ĥφ =

1

2
π̂2

φ +
1

2
Ω2(b)φ̂2 (4.8)èìååò âèä îñöèëëÿòîðíîãî ãàìèëüòîíèàíà, ãäå ÷àñòîòà

Ω2(b) = ω2 +M2f(b) (4.9)çàâèñèò îò êîîðäèíàòû b. Â ýòèõ âûðàæåíèÿõ ìû âåëè îáùèé ïàðàìåòð2
ω, à òàêæå �óíêöèè U(b), f(b), êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîòåíöèàëè �óíêöèþ, õàðàêòåðèçóþùóþ âçàèìîäåéñòâèå. Äëÿ óðàâíåíèÿ Óèëåðà�ÄåÂèòòà (4.6) èìååì:

U(b) = ΛV (b/
√

Λ) = (b2/2 − b4), f(b) = b2 .Ïàðàìåòðû ǫ̃ è M ñîîòíîñÿòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè óðàâíåíèÿ (4.6) ñëåäóþùèìîáðàçîì:
ǫ̃ = Λǫ , M2 =

m2

Λ
. (4.10)2Äëÿ íåîäíîðîäíûõ ìîä ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ω2 = k2 +1. Çàìåòèì, ÷òî k îáîçíà÷àåò êîí�îðìíûé èìïóëüññêàëÿðíîãî ïîëÿ, êîòîðûé ñâÿçàí ñ �èçè÷åñêèì èìïóëüñîì ñîîòíîøåíèåì pphys = k/a = k

√
Λ/b.
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c α1 b1 α2 b2 α3 b3

f1 1.356 0.2 −6 −2 −6 3 5

f2 1.356 −0.2 6 2 6 −3 0
f3 1.454 −0.225 0.7 3 0.7 −2.55 −0.65 Òàáëèöà 4.1Ïàðàìåòðû �óíêöèé âçàèìîäåéñòâèÿÂïîñëåäñòâèè ñ÷èòàåì âñå ïàðàìåòðû ãàìèëüòîíèàíà (4.8) âåëè÷èíàìè ïî-ðÿäêà 1, êðîìå êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé Λ, êîòîðàÿ ìàëà.Çàìåòèì, òàê êàê U(0) = 0, f(0) = 0, â òî÷êå b = 0 íàêëàäûâàþòñÿ ñâîáîä-íûå êðàåâûå óñëîâèÿ (ñì. íèæå), è îáëàñòü èçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû b ìîæåòáûòü ðàñøèðåíà äî (−∞; +∞). Ïîñëå ýòîãî, óäîáíî ñäâèíóòü êîîðäèíàòó bòàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êà b = 0 ñîîòâåòñòâîâàëà ìàêñèìóìó ïîòåíöèàëà.Äëÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è ñàì ïîòåíöèàë U(b) è �óíêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ f(b)óäîáíî âûáðàòü áûñòðî ñïàäàþùèìè ïðè b→ ±∞:

U(b) = e−b2/2 (4.11)
f(b) =

ceα1(b−b1) + eα2(b−b2) + eα3(b−b3)
. (4.12)Ìû ïîëó÷àëè ðåøåíèÿ äëÿ òðåõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ α1, α2, α3 è b1, b2, b3,êîòîðûå ïðèâåäåíû â òàáëèöå 4.1. Ïàðàìåòð c ïîäáèðàëñÿ òàêèì îáðàçîì,÷òîáû çíà÷åíèå �óíêöèé âçàìîäåéñòâèÿ f1, f2, f3 â ìàêñèìóìå áûëî ðàâíî

1. Òàêèì îáðàçîì, èíòåíñèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñòåïåíÿìè ñâîáîäûõàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì M . Ïîòåíöèàë è òðè �óíêöèè âçàèìîäåéñòâèÿïîêàçàíû íà ðèñ. 4.1. Âèäíî, ÷òî �îðìû è îáëàñòè ëîêàëèçàöèè �óíêöèé
f1, f2, f3 ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ, ïîýòîìó íàáëþäàåìûå äëÿ âñåõ òðåõ ñëó÷àåâêà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ïðîöåññà äîëæíû äîëæíû áûòü âåðíû è äëÿ �óíêöèèâçàèìîäåéñòâèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ.Ïåðåéäåì ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (4.7). Çàïèøåì ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ Âèëåíêèíà [88℄ â óäîáíîì âèäå. Ïðè áîëüøèõ |b| âçàèìîäåéñòâèå
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U(b)

f3

f2f1

b
1050-5-10

10.80.60.40.20�èñ. 4.1. Ïîòåíöèàë U(b) è òðè �óíêöèè âçàèìîäåéñòâèÿìåæäó ïåðåìåííûìè b è φ èñ÷åçàþùå ìàëî, à ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà ðàâíà
ω. Ïðåäñòàâèì âîëíîâóþ �óíêöèþ â àñèìïòîòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ b → ±∞ ââèäå

Ψ(b) =

∞
∑

n=0

C±
n (b)Ψ(ω)

n , b→ ±∞ . (4.13)Èç óðàâíåíèÿ (4.7) ïîëó÷èì:
C±

n (b) = t±n eiknb + r±n e−iknbãäå
kn =

√

2

Λ

[

ǫ̃

Λ
+ ω

(

n+
1

2

)]

.�àññìîòðèì òóííåëèðîâàíèå èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà (n0 = 0).Òîãäà òóííåëüíûå êðàåâûå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû òðåáîâàíèþ èñ÷åçíîâåíèÿîòðèöàòåëüíî� ÷àñòîòíîé ÷àñòè âîëíîâîé �óíêöèè ñïðàâà îò ïîòåíöèàëüíîãîáàðüåðà, à àìïëèòóäà ïîëîæèòåëüíî�÷àñòîòíîé ÷àñòè ñëåâà îò áàðüåðà ðàâíà
δn,0:

r+
n = 0 ,

t−n = δn,0 . (4.14)



102Ýòè óñëîâèÿ àíàëîãè÷íû òóííåëüíûì êðàåâûì óñëîâèÿì â êâàíòîâîé ìåõà-íèêå äâóõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.Ìû ðåøèëè ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó (4.7), (4.14) ÷èñëåííî. �åøåòî÷íàÿ �îð-ìóëèðîâêà óðàâíåíèÿ Óèëåðà�Äå Âèòòà è ìåòîä ïîèñêà ðåøåíèé ñèñòåìûëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [16, 94℄. Íèæå ïðèâå-äåí àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.Äëÿ îïèñàíèÿ ðåøåíèé ïðè êîíå÷íûõ b óäîáíî ðàáîòàòü â áàçèñå ¾ìãíî-âåííîãî¿ ãàìèëüòîíèàíà îñöèëëÿòîðà. À èìåííî, âûáåðåì áàçèñíûå ýëåìåíòûóäîâëåòâîðÿþùèå
Ĥφ(b)Ψ

(Ω)
n (b) = E

(n)
φ (b)Ψ(Ω)

n (b) ,ãäå
E

(n)
φ (b) = Ω(b)

(

n+
1

2

)

.Â íîâîì áàçèñå âîëíîâàÿ �óíêöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
Ψ(b) =

∞
∑

n=0

Cn(b)Ψ
(Ω)
n (b) . (4.15)Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîâåäåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ |Cn(b)|2 êàê �óíêöèéìàñøòàáíîãî �àêòîðà b è íîìåðà âîçáóæäåíèÿ n. Ìû óâèäèì, ÷òî â èíòåðåñ-íîì ñëó÷àå ìàëûõ Λ ÷èñëà çàïîëíåíèÿ èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûé âèä

|Cn(b)|2 ∝ e− 1
ΛF (b,ΛEn) ,òàê ÷òî ïðè çàäàííîì b îíè èìåþò îñòðûé ìàêñèìóì ïðè îïðåäåëåííîì çíà-÷åíèè n. Òèïè÷íûå çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ Λ ln |Cn| îò íîìåðà âîçáóæ-äåíèÿ n, ïîëó÷åííûå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ M è ìàëûõ Λ, ïðè-âåäåíû íà ðèñ. 4.2. [Ïðèâåäåííûé ãðà�èê ñîîòâåòñòâóåò �óíêöèè âçàèìîäåé-ñòâèÿ f1, íî êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ïðîöåññà îñòàåòñÿ òàêîé æå äëÿ �óíêöèé

f2, f3.℄Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ñëåâà îò ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà îñöèëëÿòîð íà-



103
b = +2.0
b = +1.0
b = +0.5
b = 0.0
b = −0.5
b = −1.0
b = −2.0

ΛE
(n)
φ

Λ
ln
|C

n
(b

)|

1.41.211 − ǫ̃0.40.20

0-0.5-1-1.5-2-2.5-3-3.5�èñ. 4.2. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà çàïîëíåíèÿ óðîâíÿ îñöèëëÿòîðà îò åãî ýíåðãèè,ïîñòðîåííàÿ äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ìàñøòàáíîãî �àêòîðà. Ôóíêöèÿ âçàè-ìîäåéñòâèÿ ðàâíà f1, Λ = 0.0225, M = 0.2, ω = 0.6, ǫ̃ = 0.27.õîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè3. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ áàðüåðà âîëíîâàÿ �óíê-öèÿ èìååò îñòðûé ìàêñèìóì, òàê ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ìàòåðèè â êîíå÷íîìñîñòîÿíèè (E
(n)
φ ) + ǫ̃/Λ áëèçêà ê âûñîòå áàðüåðà Vmax = 1/Λ. Ëåãêî ïðåäñòà-âèòü ìåõàíèçì ïåðåõîäà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò ðîæäåíèå ÷àñòèö.Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñèñòåìû âåäåò ê ýêñïîíåíöèàëüíîñëàáîìó ðîæäåíèþ êâàíòîâ ïîëÿ φ (êîòîðîå ïðîèñõîäèò ëèáî äî ïðîõîæäå-íèÿ áàðüåðà äëÿ �óíêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ f1, ëèáî ïîä áàðüåðîì äëÿ �óíêöèé

f2, f3). Ïðè ïðîõîæäåíèè áàðüåðà ÷èñëà çàïîëíåíèÿ íèçêî ëåæàùèõ óðîâíåéýêñïîíåíöèàëüíî ïàäàþò, òàê ÷òî â ðåçóëüòàòå âûæèâàþò òîëüêî óðîâíè ñ
E

(n)
φ & 1/Λ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèñõîäèò êàòàñòðî�è÷åñêîå ðîæäåíèå ÷àñòèöïðè ïðîõîæäåíèè ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà.Ïðîñòîé ñïîñîá èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèé � èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ñðåä-íåé ýíåðãèè φ�îñöèëëÿòîðà. Äëÿ êîíå÷íûõ b îïðåäåëèì ýòó âåëè÷èíó ñëåäó-3Èç ðèñóíêà ÿâñòâóåò, ÷òî äàæå â îáëàñòè b → −∞ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñîäåðæèò ìàëóþ ïðèìåñü âîç-áóäåííûõ ñîñòîÿíèé îñöèëëÿòîðà. Ýòî ïðîèñõîäèò èç�çà ïðèñóòñòâèÿ îòðàæåííîé âîëíû.



104þùèì îáðàçîì:
〈Eφ〉(b) =

∞
∑

n=0

E
(n)
φ (b)|Cn(b)|2

∞
∑

n=0
|Cn(b)|2

. (4.16)Â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè b→ +∞ ìîæíî ââåñòè äðóãîå, áîëåå ïðèâû÷íîåäëÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè îïðåäåëåíèå:
〈Eφ〉asymp =

∞
∑

n=0
knω(n+ 1/2)|Cn|2

∞
∑

n=0
kn|Cn|2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b→+∞

. (4.17)Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî êîý��èöèåíòû |Cn| èìåþò îñòðûé ìàêñèìóì ïðè îïðå-äåëåííîì çíà÷åíèè n, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ýòèõ äâóõ �îðìóë,ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ: 〈Eφ〉asymp ≈ 〈Eφ〉(b→ +∞).Èç ðèñóíêà 4.2 ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ìàòåðèè ïðè
b→ +∞ äîëæíà áûòü áëèçêà ê Vmax = 1/Λ, ò.å.

〈Eφ〉asymp ≈ 1

Λ
(1 − ǫ̃) . (4.18)Çàâèñèìîñòü 〈Eφ〉asymp îò ïàðàìåòðà ǫ̃ ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.3. Çàìåòèì, ÷òîóðàâíåíèå (4.18) âûïîëíåíî íåòî÷íî, òàê êàê, âîîáùå ãîâîðÿ, â íåì äîëæ-íà �èãóðèðîâàòü ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà â îáëàñòè âáëèçè âåðøèíû áàðüåðà,à íå åå àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Äëÿ äàííîãî n ýíåðãèÿ âáëèçè âåðøèíûáàðüåðà ðàâíà (n+ 1/2)Ω(b ≈ 0) = (n+ 1/2)
√

ω2 +M2f(b ≈ 0), ÷òî íåñêîëü-êî âûøå, ÷åì àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå (n + 1/2)ω. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñìûñë èçó÷àòü ýíåðãèþ (4.16) êàê �óíêöèþ b, à íå òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêîåçíà÷åíèå ýíåðãèè. Ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.4. Âèä-íî, ÷òî ñèñòåìà çàáèðàåòñÿ íà âåðøèíó áàðüåðà, à çàòåì îñòàåòñÿ íà óðîâíåñ �èêñèðîâàííûì n.
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ǫ̃

Λ
〈E

φ
〉asymp

10.80.60.40.20

10.80.60.40.20�èñ. 4.3. Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà ïðè b → +∞ îò ˜epsilon, ïîñòðî-åííàÿ äëÿ �óíêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ f1 ïðè Λ = 0.0256, M = 0.2, ω = 0.6.

M = 1.6
M = 1.0
M = 0.6
M = 0.4
M = 0.2
U(b)

b

Λ
〈E

φ
〉+

ǫ̃

3210-1-2-3

1.210.80.60.40.20�èñ. 4.4. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé ýíåðãèè ìàòåðèè îò ìàñøòàáíîãî �àêòîðà b,ïîñòðîåííàÿ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà M ; �óíêöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
f3, Λ = 0.0225, ω = 0.6, ǫ̃ = 0.27.



1064.3 Ïðåäåë Λ → 0Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Óèëåðà�Äå Âèòòà â ïðå-äåëå Λ → 0. Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ýòîò ïðåäåë â íàøåé ìîäåëè ñîîòâåòñòâó-åò ¾êâàçèêëàññè÷åñêîìó¿ ïðåäåëó, òàê êàê Λ âõîäèò â óðàâíåíèå Óèëåðà�ÄåÂèòòà êàê ìíîæèòåëü ïåðåä ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé. Îïðåäåëèì àíàëîã ýêñïî-íåíòû ïîäàâëåíèÿ4 äëÿ ìîäåëè (4.1):
e−

F
Λ =

∞
∑

n=0

|Cn|2
∣

∣

∣

∣

∣

b→+∞
. (4.19)×èñëåííî ìû îáíàðóæèëè, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿïðè Λ → 0, ò.å. ïðè ìàëûõ Λ �îðìàëüíî âûïîëíåíà êâàçèêëàññè÷åñêàÿ �îð-ìóëà äëÿ ¾âåðîÿòíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ¿ (ñì. ðèñ. 4.5). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìà-ëûõ Λ ïîëó÷àåìîå çíà÷åíèå íàìíîãî ïðåâûøàåò íàèâíóþ êâàçèêëàññè÷åñêóþýêñïîíåíòó

e
−
∫ a2

a1
da
√

2(V (a)−ǫ)
, (4.20)êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà âîçáóæäåíèå ìàòåðèàëüíûõ ñòåïåíåéñâîáîäû ïðè òóííåëèðîâàíèè íå ïðîèñõîäèò. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ðîæäå-íèÿ ÷àñòèö îêàçûâàåò ñèëüíîå âëèÿíèå íà âåëè÷èíó âîëíîâîé �óíêöèèè âîáëàñòè çà áàðüåðîì.Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî, â ïðèíöèïå, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü îïðåäåëåí-íàÿ ïðîöåäóðà êâàçèêëàññè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ(4.19) è ñðåäíåé ýíåðãèè (4.17) ïðè ìàëûõ Λ. Îäíàêî, ìû òàê è íå ñìîãëèíàéòè êîìïëåêñíóþ òðàåêòîðèþ, îïèñûâàþùóþ ïðîöåññ êàòàñòðî�è÷åñêîãîðîæäåíèÿ ÷àñòèö ïðè òóííåëèðîâàíèè â êâàíòîâîé êîñìîëîãèè.

4Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âîëíîâîé �óíêöèè âñåëåííîé ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì ìíîæåñòâà äèñêóñ-ñèé. Ìû ðàññìàòðèâàåì âåëè÷èíó (4.19) êàê �îðìàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó ðåøåíèÿ.
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÷èñëåííûå äàííûåîäèí óðîâåíü
àñèìïòîòà ïðè Λ → 0

√
Λ

−
F

21.81.61.41.210.80.60.40.20

0-1-2-3-4-5-6�èñ. 4.5. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû âîëíîâîé �óíêöèè ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ áà-ðüåðà îò ïàðàìåòðà √
Λ. ¾Ýêñïîíåíòà ïîäàâëåíèÿ¿ F îïðåäåëåíà �îð-ìóëîé (4.19). Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò íåïðàâèëüíîìó ðåçóëüòàòó(4.20). Ôóíêöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè âçÿòû òåìèæå, ÷òî è ïðè ïîñòðîåíèè ðèñ. 4.4.



108Çàêëþ÷åíèåÏåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè.1. Ñ�îðìóëèðîâàí è îáîñíîâàí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè êâàçèêëàññè÷åñêîéêðàåâîé çàäà÷è, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü �èçè÷åñêè çíà÷èìûå ðåøåíèÿâáëèçè òî÷åê áè�óðêàöèè, ãäå âåòâü ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ ïåðåõîäûñèñòåìû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, ïåðåñåêàåòñÿ ñ âåòâüþ îòðàæà-þùèõñÿ ðåøåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷èñîîòâåòñòâóþò ïåðåõîäàì íà äðóãóþ ñòîðîíó ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà,à �èçè÷åñêè çíà÷èìûå ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è âîññòàíàâëèâàþòñÿ âïðåäåëå, êîãäà ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Äîñòîèí-ñòâîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, ÷òî ïîçâîëÿåòïîëó÷àòü ïðàâèëüíûå êâàçèêëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ.2. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíà êâàçèêëàññè÷åñêè çàäà÷à îíåóïðóãèõ ïåðåõîäàõ ñâÿçàííîé ñèñòåìû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð âêâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ýêñïîíåíòàïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà ïåðåõîäà ïîëó÷åíà äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèéñèñòåìû, ïåðåõîä èç êîòîðûõ ýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåí (âêëþ÷àÿ ñî-ñòîÿíèÿ, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êîòîðûõ ïðåâûøàåò âûñîòó áàðüåðà). Ñ öåëüþïðîâåðêè ìåòîäà ïðîâåäåíî ÿâíîå ñðàâíåíèå âû÷èñëåííîé êâàçèêëàñ-ñè÷åñêè ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ ñ ¾òî÷íîé¿ ýêñïîíåíòîé, ïîëó÷åííîéâ ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Ñîâïàäåíèåðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü ìåòîäà.3. Íà ïðèìåðå ìîäåëè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ëîêàëèçîâàííûì íà ãðàíèöå ïðî-ñòðàíñòâà âçàèìîäåéñòâèåì ïðîâåäåí êâàçèêëàññè÷åñêèé ðàñ÷åò ýêñïî-íåíòû ïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà èíäóöèðîâàííîãî òóííåëèðîâàíèÿ ïðè âñåõýíåðãèÿõ ñòîëêíîâåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêîé T/θçàäà÷è îáðàçóþò äâå âåòâè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àÿì ïðÿìîãî òóííåëè-ðîâàíèÿ ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ è òóííåëèðîâàíèÿ ñ îáðàçîâàíèåì ñîñòî-



109ÿíèÿ îêîëî âåðøèíû ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà (ñ�àëåðîíà) ïðè ýíåðãè-ÿõ, ïðåâûøàþùèõ íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå Ec (êîòîðîå â ñâîþî÷åðåäü ïðåâûøàåò ýíåðãèþ ñ�àëåðîíà). Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ êâàçè-êëàññè÷åñêîé T/θ çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþò ïåðåõîäàì ñ ýíåðãèÿìè, íå ïðå-âûøàþùèìè íåêîòîðîãî îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Eo > Ec; ïðè E > Eoèíêëþçèâíûé ïðîöåññ èíäóöèðîâàííîãî ïåðåõîäà ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûéáàðüåð íå ìîæåò áûòü îïèñàí êâàçèêëàññè÷åñêè.4. Ïðåäëîæåí îáùèé êâàçèêëàññè÷åñêèé ìåòîä ðàñ÷åòà ìèíèìàëüíîãî çíà-÷åíèÿ ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà èíäóöèðîâàííîãî òóííåëèðîâà-íèÿ è îïòèìàëüíîé ýíåðãèè Eo, ïðè êîòîðîé ýòî çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ.Ìåòîä îñíîâàí íà ïîëó÷åíèè ¾èíñòàíòîíîâ äåéñòâèòåëüíîãî âðåìåíè¿� íîâîãî êëàññà êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåí-íîé êâàçèêëàññè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷å. Ïîêàçàíî, ÷òî ýêñïîíåíòà ïî-äàâëåíèÿ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè E > Eo. Ìåòîä ïðèìåíåí äëÿ ðàñ-÷åòà ýêñïîíåíòû ïîäàâëåíèÿ â òåîðåòèêî�ïîëåâîé ìîäåëè, äëÿ êîòîðîéïîêàçàíî, ÷òî ïðîöåññ èíäóöèðîâàííîãî òóííåëèðîâàíèÿ îñòàåòñÿ ýêñ-ïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåí ïðè âñåõ ýíåðãèÿõ.5. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ýíåðãèÿõ ñòîëêíîâåíèÿ, ïðåâûøàþùèõ îïòèìàëü-íóþ ýíåðãèþ Eo, ïðîöåññ èíäóöèðîâàííîãî ïåðåõîäà ïîëåâîé ñèñòåìû÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëåâàÿñèñòåìà îñâîáîæäàåò èçáûòîê ýíåðãèè (E − Eo), èñïóñêàÿ íåñêîëüêîâûñîêîýíåðãè÷íûõ ÷àñòèö, à çàòåì òóííåëèðóåò íà âåðøèíó áàðüåðà(ñ�àëåðîí) ñ ýíåðãèåé, ý��åêòèâíî ðàâíîé îïòèìàëüíîé ýíåðãèè Eo.Ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ ðàñïàäîì ñ�àëåðîííîãî ñîñòîÿíèÿ.6. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè òóííåëüíîì ðîæäåíèè çàìêíóòîé âñåëåííîé, çàïîë-íåííîé ìàññèâíûì ñêàëÿðíûì ïîëåì ñ êîí�îðìíîé ñâÿçüþ, ïðîèñõî-äèò êàòàñòðî�è÷åñêîå ðîæäåíèå ÷àñòèö ìàòåðèè. �åçóëüòàòû ïîëó÷åíû÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Óèëåðà�Äå Âèòòà äëÿ ìîäåëèìèíèñóïåðïðîñòðàíñòâà. Ïîêàçàíî, ÷òî â øèðîêîì äèàïîçîíå çíà÷åíèé



110ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ðîæäåííûõ ÷àñòèö ïðèìåðíî ðàâíàâûñîòå ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà.Â çàêëþ÷åíèå àâòîð õîòåë áû âûðàçèòü èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íî-ìó ðóêîâîäèòåëþ Â. À. �óáàêîâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è êðèòè÷å-ñêèå çàìå÷àíèÿ. Àâòîð áëàãîäàðåí Ô. Á. Áåçðóêîâó, Ê. �åááè, Ï. �. Òèíÿêîâó,Ñ. Ì. Ñèáèðÿêîâó çà ïëîäîòâîðíîå ñîòðóäíè÷åñòâî è öåííûå îáñóæäåíèÿ íàðàçíûõ ýòàïàõ ðàáîòû, à òàêæå âñåì ñîòðóäíèêàì è àñïèðàíòàì ÈßÈ �ÀÍçà òâîð÷åñêóþ àòìîñ�åðó è äîáðîæåëàòåëüíîñòü.



111Ïðèëîæåíèå A�åãóëÿðèçàöèÿ êëàññè÷åñêèõ íàäáàðüåðíûõ ðåøåíèé â êâàíòîâîéìåõàíèêå îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäûÒðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ áè�óðêàöèåé êâàçèêëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé, âîçíèêà-þò â äîâîëüíî øèðîêîì êëàññå çàäà÷. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðåîäíîìåðíîé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè, ãäå âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî èçâåñòíîé �îðìóëå ÂÊÁ. Óáåäèìñÿ, ÷òî â îäíîìåð-íîì ñëó÷àå òåõíèêà ðåãóëÿðèçàöèè ïîçâîëÿåò ñîåäèíèòü âåòâè òóííåëüíûõ èêëàññè÷åñêèõ íàäáàðüåðíûõ ðåøåíèé.Âû÷èñëèì ýêñïîíåíòó ïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà ïåðåõîäà îäíîìåðíîé ÷àñòè-öû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð U(X), ðàçäåëÿþùèé äâå àñèìïòîòè÷åñêèåîáëàñòè X → ±∞. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïëåêñíîé òðàåê-òîðèè (ñì., ê ïðèìåðó, [71℄) ñëåäóåò íàéòè ðåøåíèå êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèéäâèæåíèÿ
δS

δX(t)
= 0âäîëü êîíòóðà ABCD â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî âðåìåíè (ðèñ. 1), ñ óñëîâèÿ-ìè äåéñòâèòåëüíîñòè íàëîæåííûìè â àñèìïòîòè÷åñêèõ áóäóùåì è ïðîøëîì(îáëàñòè A è D). Äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð T (âûñîòà êîíòóðà) îïðåäåëÿ-åòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðåøåíèÿ ðàâíà E. Ýêñïîíåíòàïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

F = 2ImS − 2ET . (A.1)Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå êðàåâûå óñëîâèÿ ïîõîæè íà óñëîâèÿ, íàêëà-äûâàåìûå íà òóííåëüíóþ êîîðäèíàòó â äâóìåðíîé ìîäåëè. Ëåãêî ïîêàçàòü(ñì., ê ïðèìåðó, [67℄), ÷òî åñëè ýíåðãèÿ E íå ïðåâûøàåò âûñîòó ïîòåíöèàëü-íîãî áàðüåðà, ðåçóëüòàò (A.1) ýêâèâàëåíòåí ñòàíäàðòíîé ÂÊÁ �îðìóëå.Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññè÷åñêè çàïðåùåííûì èêëàññè÷åñêè ðàçðåøåííûì ïåðåõîäàì, ïðèíàäëåæàò ê ðàçíûì âåòâÿì. Åñëè



112ýíåðãèÿ ñèñòåìû íå ïðåâûøàåò âûñîòû ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà Es, êîíòóð
ABCD ìîæåò áûòü âûáðàí òàê, ÷òî òî÷êè B è C ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì ïî-âîðîòà ðåøåíèÿ, Ẋ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå íà îòðåçêå BC êîíòóðà îïè-ñûâàåò êîëåáàíèÿ â ïåðåâåðíóòîì ïîòåíöèàëå ñ ïåðèîäîì 2T . Ïðè ïðèáëè-æåíèè ýíåðãèè ê âûñîòå ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà Es, àìïëèòóäà êîëåáàíèéâ ïåðåâåðíóòîì ïîòåíöèàëå óìåíüøàåòñÿ, à ïåðèîä 2T ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íî-ìó çíà÷åíèþ, îïðåäåëÿåìîìó êðèâèçíîé ïîòåíöèàëà âáëèçè åãî âåðøèíû. Ñäðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèÿ ñ E > Es ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèþ âäîëü äåéñòâè-òåëüíîé îñè, T = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äâå âåòâè �èçè÷åñêè çíà÷èìûõ ðåøåíèéíå ñîåäèíÿþòñÿ ïðè E = Es, à ïàðàìåòð T (E) = −∂F/∂(2E) èñïûòûâàåòñêà÷îê. Òåõíèêà ðåãóëÿðèçàöèè ðàçäåëà 1.5 ïîçâîëÿåò ñîåäèíèòü ïðàâèëüíûåâåòâè ðåøåíèé.�àññìîòðèì òî÷íî ðåøàåìóþ ìîäåëü ñ ïîòåíöèàëîì

U(X) =
1

ch2X
.Ñîãëàñíî ìåòîäèêå ðàçäåëà 1.5, ìîäè�èöèðóåì ïîòåíöèàë

U(X) → e−iǫU(X) , (A.2)÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòâåòñòâóþùåìó èçìåíåíèþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Çäåñüïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè ǫ èñ÷åçàþùå ìàë.Ìû íå èçìåíÿåì êðàåâûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è, ò.å. òðåáóåì,÷òîáû êîîðäèíàòà X(t) áûëî äåéñòâèòåëüíà â îáëàñòÿõ A è D êîíòóðà. Òî-ãäà ýíåðãèÿ ðåøåíèÿ òàêæå äåéñòâèòåëüíà. Ýíåðãèÿ ñ�àëåðîííîãî ðåøåíèÿ
X(t) = 0 òåïåðü, îäíàêî, êîìïëåêñíà, ïîýòîìó ðåøåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîéçàäà÷è íå ìîãóò ñòðåìèòüñÿ ê ñ�àëåðîíó ïðè t→ +∞.Çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è â âèäå

√

E

e−iǫ − E
shX = −ch

(√
2E(t− t0)

)

,ãäå t0 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Çíà÷åíèå Imt0 �èêñèðóåòñÿ òðåáîâàíèåì



113äåéñòâèòåëüíîñòè ImX = 0 ïðè t→ +∞,
Imt0 = T − 1

2
√

2E
arg[e−iǫ − E] .Îñòàâøèéñÿ ïàðàìåòð, Ret0, ñîîòâåòñòâóåò èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî âðå-ìåííûõ ñäâèãîâ, êîòîðàÿ âñåãäà ïðèñóòñòâóåò â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ. Ñ ïîìî-ùüþ óñëîâèÿ äåéñòâèòåëüíîñòè êîîðäèíàòû X â ÷àñòè A êîíòóðà ïîëó÷àåìñâÿçü ìåæäó T è E:

T =
1√
2E

{

π + arg
(

e−iǫ − E
)}

. (A.3)Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ðåãóëÿðèçîâàííûì ðåøåíèåì â îêðåñòíîñòèòî÷êè E = Es ≡ 1. Èç óðàâíåíèÿ (A.3) âèäíî, ÷òî òåïåðü T (E) � ãëàäêàÿ�óíêöèÿ. Âäàëè îò E = 1 óðàâíåíèå (A.3) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
T =











π√
2E

ïðè 1 − E ≫ ǫ ,

ǫ√
2E(E − 1)

ïðè E − 1 ≫ ǫ.
(A.4)Äëÿ ãëóáîêî òóííåëüíûõ ïåðåõîäîâ, 1 − E ≫ ǫ, �àçà âåëè÷èíû (e−iǫ − E)áëèçêà ê íóëþ, è ìû ïîëó÷àåì òóííåëüíûé îòâåò. Êîãäà ýíåðãèÿ ïåðåñåêàåòîáëàñòü ðàçìåðà ïîðÿäêà ǫ âáëèçè E = 1, ýòà �àçà áûñòðî ìåíÿåòñÿ îò O(ǫ)äî −π +O(ǫ), òàê ÷òî T ãëàäêî ìåíÿåòñÿ îò π/√2 ïî÷òè äî íóëÿ. Òàêèì îá-ðàçîì, ïðè E > 1 ìû ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ, êîòîðîå áëèçêî ê êëàññè÷åñêîìóíàäáàðüåðíîìó ðåøåíèþ, à êîíòóð ñòàíîâèòñÿ áëèçîê ê äåéñòâèòåëüíîé îñè.Ýòî âèäíî íà ðèñóíêå 1.8. Ìû âèäèì, ÷òî ïðè ǫ 6= 0 êëàññè÷åñêèå íàäáàðüåð-íûå ðåøåíèÿ ãëàäêî ñîåäèíåíû ñ ïîäáàðüåðíûìè.Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ðåøåíèÿìè â ïðåäåëå ǫ → 0 ïðè E ≥ Es.Èç óðàâíåíèÿ (A.4) âèäíî, ÷òî ïðåäåë, âçÿòûé ïðè ïîñòîÿííîì êîíå÷íîì T ,ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ñ E = Es ≡ 1. Êëàññè÷åñêèå íàäáàðüåðíûå ðåøåíèÿñ E > Es ≡ 1 ïîëó÷àþòñÿ â ïðåäåëå ǫ → 0, åñëè ïðè ýòîì T ñòðåìèòñÿ êíóëþ, à τ = T/ǫ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. �àçíûå ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûìçíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà τ .



114Ïðèëîæåíèå BÏåðèîäè÷åñêèå èíñòàíòîíû ïðè íåíóëåâîé ìàññå â ìîäåëèñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñî âçàèìîäåéñòâèåì íà ãðàíèöåÂûÿñíèì, êàêîå âëèÿíèå îêàçûâàåò íåíóëåâàÿ ìàññàm íà íàéäåííûå â ðàçäå-ëå 2.3 ïåðèîäè÷åñêèå èíñòàíòîíû. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ìàññà ìàëà, mT ≪ 1,
m/µ ≪ 1. Â îáëàñòè |t| ≪ 1/m ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå φm(t, x) ìîæåò áûòüçàïèñàíî â âèäå

φm(t, x) = φ0(t, x)e−mx , (B.1)ãäå φ0(t, x) � ðåøåíèå (2.9), (2.20) óðàâíåíèé â áåçìàññîâîì ñëó÷àå.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîí�èãóðàöèÿ (B.1) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ïî-ëÿ (2.4a), (2.4b) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîïðàâîê ïîðÿäêà O(mT ). Ïðè |t| ≫ T çíà-÷åíèå ïîëÿ íà ïðîñòðàíñòâåííîé ãðàíèöå x = 0 ïðèáëèæåííî ðàâíî 0 è 2π âîáëàñòÿõ A è D êîíòóðà ABCD (ñì. ðèñ. (1)). �àññìîòðèì íà÷àëüíóþ ÷àñòüêîíòóðà; ïîëîæèì t = t′ + iT . Â îáëàñòè T ≪ |t′| ≪ 1/m, ðåøåíèå (B.1)äîëæíî áûòü ñêëååíî ñ ðåøåíèåì ñâîáîäíîãî óðàâíåíèÿ Êàëóöû�Êëÿéíà,èìåþùåãî âèä (2.4d). Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (2.23), ïîëó÷èì îáðàç Ôóðüå �óíê-öèè (B.1):
φm(t′, x) =

∫ ∞

−∞

dk

k − im
· −ieikx0

2 ch
(

kT
2

)eik(t′+x) , T ≪ |t′| ≪ 1

m
,ãäå îïóùåíû ÷ëåíû, èñ÷åçàþùèå â ïðåäåëå m → 0. Ñîïîñòàâèì ýòî âûðàæå-íèå ñ óðàâíåíèåì (2.4d), ïîëó÷èì:

fk = θ(−k) −i√πωke
ikx0

(k − im) ch
(

kT
2

) ,

g∗k = θ(−k) −i√πωke
−ikx0

(−k − im) ch
(

kT
2

) .Òåïåðü ýíåðãèÿ è ÷èñëî ÷àñòèö ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî �îðìóëàì (2.5).Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 
 òî÷íîñòüþ äî ïîïðàâîê ïîðÿäêà O(mT ) ýíåðãèÿ âû÷èñ-ëÿåòñÿ ïî òîé æå �îðìóëå (2.21), ÷òî è â áåçìàññîâîì ñëó÷àå. Äëÿ ÷èñëà



115÷àñòèö ïîëó÷àåì:
N =

∫ ∞

0

π√
k2 +m2 ch2

(

kT
2

)dk = −π ln(mT ) +O(1) .Ìû âèäèì, ÷òî âêëþ÷åíèå íåíóëåâîé ìàññû ðåãóëÿðèçóåò íà÷àëüíîå ÷èñëî÷àñòèö, êîòîðîå ëîãàðè�ìè÷åñêè ðàñõîäèòñÿ â ïðåäåëå m → 0. ×òîáû îá-íàðóæèòü ý��åêò, îêàçûâàåìûé ìàññîé íà çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ,ïðîèíòåãðèðóåì âûðàæåíèå (2.7) ïî ÷àñòÿì:
S =

∫

dt

(

1

2
φ∂xφ− µ(1 − cosφ)

)∣

∣

∣

∣

x=0

.Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ÿñíî, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèåëîêàëèçîâàíî â îáëàñòè t ∼ T ≪ 1/m. Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàíîâêà âûðà-æåíèÿ (B.1) â ïîñëåäíþþ �îðìóëó ïðèâåäåò ê çíà÷åíèþ äåéñòâèÿ, îòëè÷èåêîòîðîãî îò áåçìàññîâîãî çíà÷åíèÿ èñ÷åçàåò â ïðåäåëå m→ 0. Ìû ïðèõîäèìê âûâîäó, ÷òî âëèÿíèå ìàëåíüêîé ìàññû íà ýêñïîíåíòó ïîäàâëåíèÿ ïðîöåññà,îïèñûâàåìîãî ïåðèîäè÷åñêèì èíñòàíòîíîì, ìàëî ïðè E ≫ m.
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