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1 Постановка задачи
Рассмотреть процедуру канонического квантования теории, содержащий
старшие производные.
Проквантовать модельную теорию с лагранжианом:

L = q̈2 + αq̇2 + βq2 (1)

2 Гамильтонов формализм в теориях со стар-
шими производными

Для построения квантовой теории необходимо перейти к гамильтониану.
Для этого рассмотрим гамильтонов формализм для теории с лагранжианом
вида L(q, q̇, q̈, . . . , q(N)). Введем следующие переменные:

qs = q(s−1) s = 1, . . . , N, pN =
∂L

∂q(N)
ps =

∂L

∂qs+1
− ṗs+1

Введем гамильтониан следующим образом:

H =

N−1∑
s=1

psqs+1 + pNq(N) − L

Такой гамильтониан дает канонические уравнения движения:

q̇s = {qs, H}, ṗs = {ps, H}.

Заметим, что гамильтониан содержит N координат и N импульсов. В дан-
ной задаче имеем лагранжиан вида (1). Следуя вышесказанному, получаем:

q1 = q, q2 = q̇

p2 =
∂L

∂q̈
= 2q̈ = 2q̇2 p1 =

∂L

∂q2
− ṗ2

Тогда гамильтониан имеет вид:

H = p1q2 +
1

4
(p2)2 − αq22 − βq21
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3 Квантование теории
Постулируем следующие коммутационные соотношения:

[qi, qj ] = 0 [pi, pj ] = 0 [pi, qj ] = δij i, j = 1, 2

Введем операторы рождения и уничтожения:

ai =
1√
2ωi

(ωiqi + ipi), a†i =
1√
2ωi

(ωiqi − ipi)

Тогда они удовлетвяют коммутационным соотношениям:

[aα, a
†
β ] = δαβ , [aα, aβ ] = 0

Заметим, что в случае произвольногоN порядка старшей производной, име-
лось бы N различных операторов рождения и уничтожения. Гамильтониан,
записанный в терминах операторов рождения и уничтожения имеет вид:

H = − i
2

√
ω1

ω2
(a1a2 + a1a

†
2 − a

†
1a2 − a

†
1a
†
2)− ω2

8
(a22 − a

†
2a2 − a2a

†
2 + (a†2)2)−

α

2ω2
(a22 + a†2a2 + a2a

†
2 + (a†2)2)− β

2ω1
(a21 + a†1a1 + a1a

†
1 + (a†1)2) (2)

Теперь необходимо диагонализовать гамильтониан, чтобы найти его спектр.
Для этого воспользуемся каноническим преобразованием Боголюбова.
Рассмотрим, сначала, ситуацию в общем виде. Пусть Гамильтониан пред-
ставляет собой общую квадратичную форму операторов рождения и уни-
чтожения N типов.

H =
∑
α,β

Lαβa
†
αaβ +

1

2

∑
α,β

(Mαβa
†
αa
†
β +M∗αβaαaβ), (3)

причем:
Lαβ = L∗βα Mαβ = Mβα, α, β = 1, . . . , N.

Операторы удовлетворяют коммутационным соотношениям:

[aα, a
†
β ] = δαβ , [aα, aβ ] = 0 α, β = 1, . . . , N (4)

Проведем преобразование:

bµ =
∑
α

(uµαaα − vµαa†α) µ = 1, . . . , N (5)

Новые операторы удовлетворяют соотношениям, аналогичным (4), что эк-
вивалентно следующим условиям:∑

α

uµαu
∗
να − vµαv∗να = δµν ,

∑
α

uµαvνα − vµαuνα = 0 (6)
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В терминах новых операторов гамильтониан имеет диагональный вид:

H = E0 +
∑
µ

Eµb
†
µbµ µ = 1, . . . , N (7)

Определим вакуум как bµ |0〉 = 0, тогда собственные состояния такого га-
мильтониана имеют вид b†n1

1 b†n2

2 . . . b†nN

N |0〉 .
Воспользуемся следующим равенством:

[bµ, H] = Eµbµ.

Подставим в правую и левую часть равенства выражения (3),(5) получим
систему уравнений∑

β

Eµδαβuµβ =
∑
β

(vµβM
∗
βα + L∗αβuµβ)

∑
β

Eµδαβuµβ = −
∑
β

(uµβMβα + Lαβvµβ)

 (8)

Решая систему, находим u, v, E, которые, при условиях (6) определяют па-
раметры преобразования. В конце концов, найдем:

E0 = −
∑
α,β

Eµv
∗
µαvµβ

Теперь рассмотрим гамильтониан задачи. ИмеемN = 2, a параметры Lij ,Mij :

L11 = − β

ω1
, M11 = − β

ω1
,

L12 =
i

2

√
ω1

ω2
, M12 =

i

2

√
ω1

ω2
,

L21 = − i
2

√
ω1

ω2
, M12 =

i

2

√
ω1

ω2
,

L22 = (
ω2

4
− α

ω2
), M22 = (−ω2

4
− α

ω2
),

как видно, условия, наложенные на Lij ,Mij , выполняются.
Система (8) распадается на две независимых, имеющих в матричной форме
вид: 

L∗11 L∗12 M∗11 M∗21
L∗21 L∗22 M∗12 M∗22
−M11 −M21 −L11 −L12

−M12 −M22 −L21 −L22



ui1
ui2
vi1
vi2

 = Ei


ui1
ui2
vi1
vi2


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Собственные значения этой матрицы:

e1 = −

√
−α−

√
α2 − 4β

2
e2 =

√
−α−

√
α2 − 4β

2

e3 = −

√
−α+

√
α2 − 4β

2
e4 =

√
−α+

√
α2 − 4β

2

Cоответствующие им значения u, v должны удовлетворять условиям (6).
Отсюда следует, что E1, E2 могут принимать значения E1 ∈ {e1, e2}, E2 ∈
{e3, e4}. Например, для случая E1 = e2, E2 = e4 ненормированные парамет-
ры преобразования:

u11 = −
ik
(
−4ω1E1E

2
2 + 4βE2

2 + ω2
1

)
Θ1Ω−

, u12 =
Ω− + 2ω2

Ω−
;

v11 = −
ik
(
−4βE2

2 + ω2
1

)
Θ1Ω−

, v12 = 1;

u21 =
ik
(
4ω1E2E

2
1 + 4βE1

2 + ω2
1

)
Θ2Ω+

, u22 =
Ω+ + 2ω2

Ω+
;

v21 = −
ik
(
−4βE2

1 + ω2
1

)
Θ2Ω+

, v22 = 1;

Ω− =

(
ω2 −

√
2

√
−
√
α2 − 4β − α

)
, Ω+ =

(
ω2 −

√
2

√√
α2 − 4β − α

)

Θ1 = (ω1E1 − 2β), Θ2 = (ω1E2 − 2β), k =

√
ω2

ω1
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4 Проверка на уравнениях движения
Уравнения движения для лагранжиана (1) имеют вид:

....
q − αq̈ + βq = 0.

Подставим в это уравнение q = q0e
−iEt и получим

E4 + αE2 + β = 0.

Получаем

E2 =
1

2
(−α±

√
α2 − 4β), α < 0, 4β < α2

Что соответствует энергиям возбуждений, полученных при квантовании.

5 Вывод
На примере лагражиана (1) было рассмотрено каноническое квантование
теорий, содержащих старшие производные. Показано, что при наличии про-
изводных N -го порядка, квантовая теория имеет N различных видов воз-
буждений. Получены конкретные значения энергий возбуждения для лагран-
жиана (1).
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6 Приложение
Существует альтернативный способ построения гамильтониана.
Рассмотрим лагражиан задачи

L = q̈2 + αq̇2 + βq2,

его уравнения движения имеют вид:
....
q − αq̈ + βq = 0.

Теперь построим новый лагранжиан:

L = αq̇2 + βq2 + µx2 + νxq̈

Новые уравнения движения:

2µx+ νq̈ = 0

2βq − 2αq̈ + νẍ = 0

}

Можно найти такие µ, ν, чтобы из новых уравнений движения следовало
изначальное. Тогда новый лагражиан:

L = αq̇2 + βq2 − x2 + 2xq̈.

Добавим к нему полную производную по времени и получим:

L̂ = αq̇2 + βq2 − x2 − 2ẋq̇.

Теперь из него можно построить гамильтониан:

Ĥ = pq q̇ + pxẋ− L̂ =
1

2
pxpq −

α

4
p2x − βq2 + x2,

где pq, px - импульсы, сопряженные соотвествующим координатам. Этот га-
мильтониан переходит в построенный ранее

H = p1q2 +
1

4
(p2)2 − αq22 − βq21

при каноническом преобразовании:

px = 2q2, x =
1

2
p2, q = q1, pq = p1.
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